


.,. 

I I' 
I 

j' 

. '~ ~ 

.)\, 
i( 
\'I 

I• 

' 

r I 

J 
'\ 

) 

.J 

' ' 

.· 

'' 

' ) 

'·. 
I< 

) . 
(), 

J ' 

I •. 

'v 





r 





/ 



ELEMENTOS 
DE 

G E O ME T R I A: 
POR 

~RA NCISCO VILLELA BARBOSA ; 
Cavalleiro da Ordem de Christo, Lente de Ma.; 

themntíca na Academia Real da Marinha ,, 

r~~ A~~~~ 

LISBOA ,~ 

~A OFFIC. DA ACADEMIA R. DAS SCIENCIAS: 

A N N O M. DCCC.XVI, 

Çom liçenÇ.a de S, Af-TEZA $EALJ 

/ 
t· ,, 





'ARTIGO 
EXTRAHIDO DAS ACTAS 

DA 

ACADEMIA REAL DAS SCIENCIAS~ 

DA SESSÃO DE 12 DE JANEIRO DE x8zs. 

DEtermina .a Academia Real das 
Sciencias, que . os Ej,fmentos de Geome· 
tria compostos pelo seu Socio Jlrancisco 
Vil/ela Barbosa, os quaes forão julga-JJS dignos da luz publica, se imprimão . 
á custa da Academia, e debaixo do sett 
privilegio. 

José Bonifacio de Andrada e Silva; 

Secretario da Academia-. , .. 

'* ·~ ·' ll l'RE~ 



\ .. .. 



,. .. 
P REFAÇA O. 

ENtre os muitos Elementos de Geo-
metria, que se tem escripto, e publicado 
depois de Euclides, farão adaptados nas 
Scholas Portuguezas, principalmente nas 
Militares, os de Mr. Bezout; talvez, por-
que este Geometra escreveo hum curso 
completo de Mathematicas para uso dos 
Alumnos de M:u·inha , e de Artilharia : 
e a pezar das muitas faltas , e inadver~ 
tencias , que se tem reconhecido nos eg-
criptos elementares deste homem, aliàs 
de merecida reputação, l1e ainda inteira-
mente seguido o seu curso de Mathema-
ticas. Mas que difficuldades não encontrão 
os Discípulos, que embaraços os Mestres, 
no estudo , e na explicação dos compen-
dias deste Author? H e por isso que al-
guns Professores , assim das nossas Scho-
las, como das Scholas de França , tem 
actualmente publicado supplementos , e 
notas a Bezout , e até mesmo reformado 
inteiramente alguns dos seus compendias. 
Entre tanto he sem dúvida o de Geome-
tria aquelle, que exige mais, que todos, 

1m-
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hum-a rigorosa reforma , ou antes inteira 
mudança; pois conf~sso que não posso, 
jámais, accommodar-me a que os Discí-
pulos hajâo , como evidentes , proposi-
ções , que carecem de demonstração, nem 
como demonstraçao, paralogismos, e fal-
lacias. Supprir , na Aula , o Mestre com 
outras demonstrações, nem sempre he pos-
sível, ou facil ; e quando q he, a expe-
riencia nos tem mostrado , que he bal-
dar tempo ; porque, de ordinario, nem 
todos promptamente as concebem, nem 
facilmente as retem a memoria. Nestes 
termos , entendi, por melhor, de orde-
nar hum novo compendio, que, acos-
tado ao de Bezout , podesse servir aos 
mesmos fins. Todos sabem, quanto he dif-
ficil escrever bons compendies : e ao en-
tender de Mr. d' Alembert ; Descartes, 
Newton , Leibnitz, Bernoulli, &c., não 
teriao feito pouco em produzir dignamen-
te o de Geometria. (a) Protesto porém 
que não me poupei a disvello , e a tra-
balho algum, para que as causas fossem 
escriptas com methodo, e clareza: e quiz 

an-

(a) Pom· faire d'excellr!ns élemeos de Géome-
tric, Descartes , N e)Vton , Leibnitz , Bernoulli, 'l!lc. t 
n' ew mrt par etJ de trop. 

A.lembert. 
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antes ser algumas vezes miudo , que va-
go nos enunciados dos Theoremas , e 
ligeiro nas demonstra~ões ; lembrando-
me sempre , como diz o celebre Profes-
sor Mr. de Felice, (a ) que o primei-
ro , e sem duvida o maior de todos os 
fructos , que nos devemos propor tirar do 
estudo desta Sciencia , he o de crear, e 
formar na Mocidade o spirito da Exacti~ 
dão; fallo do spirito Geometrico , o uni-
co , que, segundo a expressão qe outro 
Sabio, he a verdadeira fonte do discor-
rer , do i11ve11tar, e do saber : a pezar 
de encontrar isto a opinião de muitos, 
que , tendo só por util das Mathema-
ticas , o que pó de ter i mmedia ta a p-
plicação aos usos mecha nicos da vida , 
julgão para isso mais gue sufficientcs os 
enunciados das Proposições : mal este , de 
que já se queixava o nosso Geometra Por-
tuguez, o Padre Manoel de Campos , con-

tra 

(o) llifais le pl"incipal ovantage de Mat!mnati-
ques, c'est la justesse de fesprit, qu'elle produisent 
chez ceux gui les cultivent. La prenuere qualité de 
f bommc la plus necessoire , celle gui s' etend a toutes 
ses actions , a tous ses emplois , et qui etant jointe a 
la d1·oiture du cceur gu''elle doit mettre e11 a:uvre , et 
condttire par sa lumiere , jait toute sa pe1jection, 
ç' ~st Ta justesse de l' esprit . 

Leçons de Logique par Mr.le!Prifesscur de Fclicc, 
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tra aquelles ( formaes palavras ) que ten-
do obrigação de i11struir, e formar ver-
·dadeÍ1'0S .ll1athematicos , como são En-
J!.enheiros, Pilotos, e Architectos, lhes 
·dão sómente humas doulrinas sttperfi-
ciaes, que nã'o so-vem mais, que crear 
·ignorcmtes , e presum.idos com pouca uti-
lidade do bem publico. V er-se-ha tambem 
·do contexto da obra que busquei, quan-
to me foi poosivel , conservar a analo-
gia entre as suas p:mes. (a) As rectas, 
e os planos; os triangulos, e os tetrae-
dros; os parallelogrammos, e os paral-
lelipipedos, &c. , são, quasi sempre, tra-
tados deb-aixo do mesmo ponto de vis ta: 
e proposições ha , que vão inteiramente 
transcriptas de huma ás outras Secções, 
com a' unica differença de mudar as pa-
lavras linha em área, e área em volu-
11te. Pelo que diz respeito áquellas dif-
ficuldades , ·que se tem encontrado em de-
monstrar alguns Theoremas; a theoria das 
paralleltts he que tem dado mais que 
entender a todos os Geometras.. Eu quiz 

an-

( a) La conservntíon de l' nnalogie ent•·e les par-
ties d'un même Traité, est d.: la plus haute impor-
tance, puis qu'cn même temps, qa'elle a ide la memoi-
rc: dte lectcur, elle l'accoutume n generaltse•· ses id~~•. 

Laçroi;o;. 
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ante~ valer-me do principio da similhan· 
ca ; e me persuado que facilmente 5e me 
~oncederá " Que aquellas rectas , que es-
" tão inclinadas a respeito de huma outra 
" recta, do mesmo modo que a respeito 
" dessa, ou de outra recta estão inclinadas 
" outras, que concorrem, tambem devem 
" similhantemente concorrer. " Q!.1anto 
ás demais difficuldades; parece-me ter sa-
tisfeito. Tal he entre outras, a que of-
ferecia a demonstração do Theorema n.0 

293; do qual, entre nós, se tem attribui-
do a José Anastacio da Cunha a gloria de 
ter si<;lo o primeiro, que dera a demons· 
tração com o rigor geometrico. Os Geo-
metras Francezes parece terem desconhe-
cido por muito tempo o modo de o de-
monstrar. Legendre, e principalmente La-
croix, dão bem a sentir as difficuldades, 
que nisso encontrd.râo, e a falta de con-
vicção , com que o fizerão, em os primei-
ros Elementos de Geometria, que publi-
cárão ; como mesmo manifesta o segun-
do em o seu discurso preliminar , e na 
nota da pagina r63, 4·· edição, dada no 
anno de 1804; em que então apparece 
com huma outra demonstração, tal, co-
mo a damos com pouca differenç.a nestes 
Elementos; e que elle suppôe fôra acha-

da 
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<la em primeiro lugar por Mr. Ampere; 
Professor na Schola Central de Lyão. (a) 
O que nós não concedemos em honra das 
Letras Portuguezas ; e declaramos que a 
temos lido nos Elementos de Geometria 
do Padre Manoel de Campos, i,mpressos 
em Lisboa no anno de I735', e por con-
seguencia muito anterior a Mr. Ampere. 
Não duvidamos, com tudo, do merito des-
te Professor, que póde bem ser ter-se en-
contrado em seu discurso com o Geornetra 
Portuguez: só não consentimos que se lhe 
attribua a gloria de primeiro no inven-
to, nem tão pouco a José Anastacio da 
Cunha, Geometra, bem que tambem nos-
so, e de distincta reputação. 

Certas applicações, taes, como ali-
nhamentos , medição de distancias, con-
figurações, &c. , entendi desnecessario tra-
tar aqui ; tanto, por terem o seu lugar 
proprio na Tôgonometria rectilinea; co-

rno 

( n) Elle se express~ desta maneira : Si on ne t·e-
gnrdc pns cettc demonstrntion , comme evidente , 011 

la prouvcrlÍ ninsi qu'il sztit. E dando a demonstra-
-ção, termina dizendo: Cette demonstrntion tres sim-
pie paroit eté trouvée e11 pt·emier lieu pm· Mr. Ampe-
re, Prt?fessew· ti l'Ecofe central de Lr;on. 

Esta mesma demonstração vem tamb~m agora 
na Geometria de Legendre, impressa no anno d: 1 8r z, 
9.3 edição. 
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mo porque requerem o conhecimento de 
certos instrumentos , para o. qual não bas-
ta , unicamente, a descrip~ão delles. 

AD, 
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Entendemos por construcçóes geomt:-
tricas aquellas operações graphicas, ,em 
que só se emprega a regoa, e o compasso. 

Os numeres, que se encontrarem en-
tre parênthesis, são citaçôes de alguma 
proposição destes Elementos. 

Axioma he huma propos1çao por si mes-
ma evidente. 

Theor. significa Theorema, isto he, hu-
ma proposição , que se 
ha de demonstrar. 

Probl. . . . • . Problem.a, huma ques-
tão, que se ha de-resol-

Coro/! .. 

Se h o!. 

Demonstr. 
Adv. 

ver. 
C01-ol/ario, 'huma conse-

quencia de huma pro-
posição demonstrada. 

Scholio, huma reflexão 
sobre huma, ou mais 
proposiçôes preceden-
tes. 

Demonstra cão. 
Advertenci'a. 

IN-: 
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DE 

G, E O M E T R I A. 

Noçoes geraes, e definições. 

I. NOtamos em qualquer corpo 
tres dimensões : comprimento, largura , e 
profundidade, ou grmsura. Se abstrahin-
do do corpo , consideramos sómente a 
porção da Extensão em todo o sentido , 
gue elle occupava ; resulta a idéa do que 
se chama volume. ( *) 

Pelo gue volurne he a extensão con-
siderada com trcs dimensões : comprimen-
to, largura, e profundidade, ou gros-
sura. 

Se a bstrahindo da grossura , ou pro-
fundidade do volume , examinamos sÓ· 

~ rnen-

( •) Muitos Geometras d~o tambem ao volum~: 
o nomt> ,de c;orpo , ou solido. 
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roenee o seu exterior ; resulta a idéa do 
que se chama sttperficie. 

Pelo que sttperficie he a extensão 
considerada com duas dimensões : com-
primento, e largura. 

Se na superficie, abstrahindo da lar-
gura, attendemos unicamente ao compri-
mento ; resulta a idéa do que se chama 
linha. 

Pelo que linha he ·a extensão consi-
derada com huma só dimensão: compri-
mento. 

Se finalmente na linha, abstrahindo 
do comprimento, notamos sómente o lu-
gar, em que ella termina ; resulta a idéa 
do que se chama ponto. 

Pelo que ponto he o que se consi-
dera sem dimensão alguma. 

Damos em particular o nome de á1·ea 
a huma determinada superficie , isto he, 
á extensão superficial, que se encerra en-
tre huma , ou n'lais linhas; as quaes, fe. 
chando assim espaço, appresent:Ío hum 
todo, que se chama figura. 

Duas figuras são iguaes , quando se 
podem perfeitamente ajustar. 
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PRIMEIRA SECÇÃO. 

Das Linhas. 

2. ENtre as linhas se distinguem 
rectas, e curvas. 

Chamao-se rectas aquellas linl1as ; 
que não podem ter dons pontos com,. 
muns , sem que inteiramente se confun-
dão : e curvas, todas aquellas , que não 
são rectas. 

A linha , que não póde ser cortada 
por huma recta em mais de dous pon-
tos, se diz que he concavo-convexa. 

3· Co1'oll. Dons pontos dados deter ... 
minao a situação de huma recta ; e ao 
mesmo tempo a sua grandeza, se estes 
dous pontos são extremos, ou termos 
della : e esta se diz ser a distancia re-
ciproca dos dous pontos. 

4· Hum ponto denota-se por meio de 
huma letra; e huma recta por meio de 
duas, postas cada huma nos extremos da 
recta. Assim a recta tirada entre os dous 
pontos .li e B , jig: r. , se nomêa a recta 
dB~ 

Aii i· 
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;. As linhas medem-se com outras li-

nhas : porém geralmente a medida com-
mum das linhas , e a mais natural, he 
a linha recta. Medir huma linha recta , 
ou curva, h e procurar a relação, que ha 
entre essa linha , e huma recta conheci-
da , a qual se considera então, como uni-
.rlade. Por ex. medir huma recta AB, 
jig. 2., he achar a relação, que ha en-
tre AB, e outra recta DE, que se to-
·mou para medida; e se procederá da ma-
neira seguinte. Se for AB > DE, appli-
que-se DE pelo seu comprimento successi-
vamente sobre AB, em quanto nesta se 
poder hir contendo ; come-çando, v. gr. , 
de A para B. Supponha-se que applicada 
duas vezes até C, ficou o resto CB <DE: 
-será AB == 2.DE + CB. Applique-se 
do mesmo modo o resto CB sobre DE; 
e supponhamos tambem que applicado 
tres vezes até F, sobrou FE < CB; será 
DE == 3.CB + }"E. Continue-se da 
mesma fórma com este segundo resto ; e 
demos que finalmente aconteça caber FE 
em CB cinco vezes sem resto algum : se-
ráCB =='i .FE; e por tanto DE== I 6.FE; 
e AB=37.FE; on AB=~~· DE: va-
lor conhecido, pois h e expresso na me~ 
dida J que se eSC()lheo; e donde se tira, 

que 
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que as duas linhas AB, e DE estao en .. 
tre si, como os numeras 37 , e r 6 ; por 
quanto AB: DE:: 37: r6. 

Se neste processo ainda ficasse al-
gum resto , continuar-se-hia do mesmo 
modo. E pois sempre se póde asúm 
continuar , todas as vezes que vão fican-
do restos : segue-se que , ainda quando 
nâo possamos achar exactamente a rela~ 
ção entre duas linhas, sempre nos pode-
mos approximar della, quanto quizermos; 
e pelo menos, sem erro sensível, expri~ 
mir em numeras a relação, que se dá 
entre ellas. Taes linhas dizem-se ser in~ 
commensU'ravets. 

6. A fim de facilitar a intelligencia 
do que vamos a dizer ácerca das linhas , 
supporemos que todas as figuras, em que 
as considerarmos, vão descriptas sobre a 
mesma superficie plana. 

Chama-se assim, ou plano simples-
mente , a superficie , sobre que se póde 
exactameute applicar huma recta qual-
quer por toda a parte. Donde se s.egue 
que , logo que huma recta tem dom pon-
tos em hum plano , existe toda nelle. 

A superficie , que não he plana , cha-
ma-se superficie curva; e a que não po-
de ser atravessada por hurna recta ~m 

ma1s 
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mais de dous pontos, se diz que he con_. 
cavo-convexa. 

7· THEOR. Se dous plano.r tiverem 
tres pontos comnums , que 1tão estejão 
em linbít recta, os dous plar;os se con-
fundiráõ. 

JJemonst1~. Porque tirando rectas , en· 
tre esses tres pontos , de cada hum para 
cada hum; sejão elles A, B, C, jig. 3·; 
essas tres rectas AB, BC, AC, estarão 
todas em ambos os planos : e por con-
seguinte tomando em hum delles hum 
quarto ponto qualquer D, e tirando des-
te, e nesse plano, huma quarta recta DE 
para hüma BC daguellas tres, esta DE 
necessariamente tambem ha de encontrar, 
pelo menos, hurna outra AC das mesmas 
tres, visto que todas tres estão em am-
bos os planos , e DE foi tirada em hum 
ddles. Logo , a não se confundirem os 
planos, virá a recta DEF a estar só too 
da em hum, e não toda em ambos ; o 
que he contra a noção, que acabámos de 
dar do plano. 

8. Coroll. Logo tres pontos, que não 
estão em linha recta , determinÍo a si~ 
tuação de hum plano. 
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9· De todas as linhas curvas tratare ... 

mos unicamente da circunferencia do cirQ 
cu/o. 

Este se define a figura terminada 
em hum plano por hurna só linha , a 
qual tem todos os seus pontos igualmen· 
te distantes de hum outro ponto exis-
tente na parte do plano, que e/la com-
prehende. Este ponto chama-se centro do 
circulo. A linha , que o termina , cir-
cun..ferencia. As rectas tiradas do cen-
tro para a circunferencia, raios. E a gue 
pa1;sa pelo centro , e termina de huma , 
e outra parte na circunferencia, diametro. 
Huma pane qualquer da circunferencla, 
arco. A recta , cujos extremos são os 
111esmos de hum arco, corda , ou subten-
dente. A parte do circulo terminada 
por hum arco , e pela sua corda , segmen~ 
to : e terminada por hum ;1rco , e pelos 
raios tirados aos extremos desse arco, se~ 
ctor. 

10. THEoR. O diametro divide a cir ... 
éunferencia, e o circulo, cada hum em 
duas partes iguaes • 

. Seja, jig. 4·, o circulo CAEBDA; 
de que he o centro C; e .AB dia me~ 

trO! 
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tro : digo que a circunferencia, e o cir-
culo , estão divididos por AB, cada hum 
em duas partes iguaes. 

Demonst1'. Imagine-se dobrada a figu-
ra pelo diametro AB, e que se applica 
o seg mento ./1 E B A. sobre o segmento 
.ADBA: todos os pontos do arco AEB 
cahiráõ sobre o arco A D B; porque o 
raio, que se tirasse para hum qualquer 
a , ou a', que não cahisse sobre o arco 
ADB , seria > ou < CD, raio do mes-
mo circulo; e por tanto teria a circun-
ferencia pontos não eguidistantes do cen-
tro ; o que h e contra a definição (9 ). 
Logo o arco AEB se ajustará sobre o 
arco ADB; e pois tem os mesmos extre-
mos, será AEB = ADB; e por conse-
guinte AEBA = ADBA : mas ambos 
os arcos fazem a circunferencia , e am-
bos os segmentos , o circulo; logo cada 
·Imm arco he a metade da circunferen-
cia, ou huma semi-circunferencia ; e ca-
da hum segmento, a metade do circulo, 
-ou hum semi-circulo. Logo o diametro 
divide a circunferencia, e o circulo, ca-
da hum em du;~s partes iguaes. 

I I. Assentárão em repartir a circunfe-
rencia do circulo em 3 6o partes iguaes, 
a que derão o nome de gráos : cada 

hum 
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hum destes em 6o partes iguaes , a que 
chamarão minutos : cada minuto em ou-
tras 6o partes iguaes , a que chamárão 
segundos: e assim farão successivamen-
te subdividindo , dando a estas subdivi-
sões de 6o em 6o os nomes de minutos, 
segu11dos , terceiros, &c. 
O gráo denota-se pelo sinal -
O minuto 
O segundo 
O terceiro 
&c. 

o 

Ir 

Por ex. 3° 47' )2'1 quer dizer 3 gráos , 
47 minutos, e )2 segundos. 

Dos angulos , e sua medida. 

I 2. Duas rectas, que concorrem em 
hum ponto, estão ambas no mesmo pla-
no (7) : e então se diz que fazem an-
gulo. E formaráô sempre hum sector , 
descrevendo com hum raio qualquer do 
ponto do concurso , como centro , hum 
arco, que nellas termine (9 ). A ssim a 
formação de hum angulo nos conduz á 
de hum arco; e reciprocamente : e o pon-
to do concurso das rectas he sempre cen-
tro do circulo. 

Em geral se diz que fazem angulo 
duas 
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duas linhas , quaesquer, gue concorrem 
em hum ponto : e este chama-se vertice 
do angulo; e as linhas lados : e confor-
me es tas sao ' ou rectas' ou curvas' ou 
huma recta , e a outra curva ; se lhe dá 
o nome de a11gulo rectilúteo, curvi!i11eo, 
ou mixtilineo. E se os lados se prolon-
gao do vertice; o angudo ·formado pelo 
~>rolongamento dos ditos , diz-se que he 
verticalmaJte oppoJto a respeito do pri-
meiro : e reciprocamente. 

Denota-se hum angulo por meio de 
1res letras, das quaes huma se põe no 
yert~ce , e cada huma das outras no seu 
bdo ; nomeando-se a do vertice em se-
g1.mdo lugar. Por ex. para dizermos o 
;:.ngulo fo rmado pelas duas linh<ls AC, 
e BC , fig . 5. , diremos o ang ulo ACB , 
t lU ECA ; ou simplesmente C, qu ando 
n~{o mais de hum angulo tem o vertíce 
no me!'mo ponto : porque , no caso con-
t:rario , dizendo-se s6mente C, como na 
jig. 6.' nao saberíamos de qual dos an-
gulos se falla va; se -era do angulo ACB, 
~u do seu verticalmente opposto GCF; 
ou de ACG, ou do seu verticalmente op-
""'Josto BCF. 
.. Trataremos unicamente dos angulos 
rectili n e os. 
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13. Dous angulos são iguaes, quan-
do, a pplicando o vertice de hum sobre 
o vertice do outro, e ajustando hum la-
do sobre hum lado , os outros dous tam-
hem se ajustâo, sobrepostos os planos. 
Mas se entre os dous lados de hum cahe 
o segundo lado do outro ; aquelle angu-
lo se diz maior do que este, ou este menor 
do que aquelle : e he neste sentido , que 
os consideramos, corno grandezas. 

A grandeza pois de hum angulo não 
depende da de seus lados. 

I4· THEOR. Se dous sectores de hum 
mesmo circulo, ou de circulos iguaes, 
tiverem arcos iguaes ; terão angulo.s 
iguaeJ· , áreas igutzes, e serão iguaes. 
E o que tiver maior arco; terá maior 
angulo , maior área , e maior será. 

( Denotaremos algumas vezes os ar-
cos por este sinal """"" posto por cima das 
letras, que marcão os seus extremos ; a 
fim de os distinguirmos das cordas. ) 

!.0 Sejão, fig. 7·, os sectores CAB, e 
CDE do mesmo circulo ; e seja o ar-
co AB = o arco DE: digo que o an-
gulo ACB he = o angulo DCE; a área 
CABC = área CDEC; e os sectores 
1guaes. 

De-
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Demonstr. Dobre-se o circulo pelo cen-
tro ; e ajuste-se o raio CB sobre o raio 
CD : o ponto B cahirá em D, e o arco 
BA se ajustará sobre o arco DE ( 9 ) : 
mas o ponto A cahe entao em E , por 
ser ÁÊ == DE por hypothese; logo tam-
bem CA se ajustará sobre C E (2.), e o 
anguJo ACB cobrirá exactan ~"'ntc c, a n-
gulo DCE, e a área CABC 2. "rc.al,'i EC. 
Logo A CB = DCE; CA?.(. ·-=-r -\;:_;c ; 
e ~guaes os sectores, pois se <1just ' o per-
feitamente. 

2.0 Seja porém o arco AD > o arco 
DE : digo que o angulo ACD > o an-
gulo D C E ; a área C A D C > a área 
C D E C ; e o sector C A D > o secror 
CDE. 

~ ,--.... 
Demomtr. Por quanto he AD > DE; 

,........ ,........ _...-- . 
ha,·er::í em .AD huma parte AB == DE: 
tire-se o raio CB: será o a ngulo .li.CB == 
o angulo DCE; a área CABC = área 
CDEC ; e o sector CAB == o scctor 
CDE, pelo que se acabou de demonstrar: 
mas he evidentemente o angulo ACD > 
o angulo ACB; a área CADC > a área 
CIJBC; e o sector CAD > o sector 
CAB; logo tambem o angulo ACD > 
o angulo DCE; a área CDAC > a área. 

CDEC; 
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CDEC; e o sector CAD > o sector 
C DE. 

I'). Coro li. I. o Reciprocamente : se 
dous sectores do mesmo circulo , ou de 
círculos iguaes , tiverem angulos iguaes; 
terão arcos iguaes, áreas iguaes, e se-
rão iguaes. E o que tiver maior an-
gulo , terá maior arco , maior área , e 
maior será. 

16. Coroll. 2.tJ Pelo que, se, divi-
dindo a circunferencia de hum circu-
lo, ( cujo centro C) em quantas partes 
iguaes guizermos, por ex. em 360 par-
tes A B , B D , D E , &c. , tirarmos 
para os pontos da divisão os raios C.A, 
CB, CD, CE, &c.; os angulos ACB, 
BCD , DCE, &c. , assim como os res-
pectivos sectorcs, serão iguaes. E por 
isso teremos ACB: BCD: DCE: &c. 

,.,.--..__ ,..-..., ,.~ 

: : AB : BD : DE : &c.; e conseguen-
temente 360 X ACB (somma de todos 

,--._ 
os antecedentes) : 360 X AB (somma 
de todos os consequentes) : : ACB (hum 

,--._ 
só antecedente) : AB (seu conscqtLen-. 
te) ; ou como hum numero qualquer 
de vezes .ACB para o mesmo numero de 

v e-



I4 E L E M E N Tos 
r-.. ......, 

vezes AB; por ex.: : AC D: AD: 
,......_ 

AGE: AE:: &c. 

' 
Do mesmo modo se comparão as 

areas. 

17. THEOR. Os angulos estão entrt 
si, como os arcos dos sectores formados 
sobre os seus lados com hum mesmo raio; 
ou tambem, como as áreas dos mesmos 
sectores. 

Sejão, jig. 8., os angulos A C B, e 
DEF; e sejão os arcos ./lB, e DF des-
criptos com o mesmo raio: digo que 

,.-... ,......_ 
ACB: DEF:: AB: DF. 

Demonst1•. Supponha-se tomado de A 
para B hum arco AG == o arco DF, e 
tirado o raio CG: será o angulo ACG == 
o angulo DEF (r4); e ACB : ACG: : 

,......_ ,.---... 
AB : AG ; porque se não está A C B : 

,......_ ......... r-.. 
ACG : : AB: ..li.G, estará corno AB pa-

""' ra hum arco X> ou < AG. Este~ 
~ - ~ ~ 

ja : : AB : X > AG; isto he, : : AB : 
,.-... 

.Ar. Imagine-se dividido o arco AB em 
tantas partes iguaes , quantas forem ne; 

ces:: 
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cessarias, para que hum dos pontos da. 
divisão caia entre r , e G ; por ex., em 
i; então , tirando os raios Cr, e Ci , te-

-~ ~ 

remos ACB : ACi:: AB: Ai ( r6) : ma:; 
"'"' tambem suppozemos ACB : ACG : : AB: 

r--. r--. ,....... 
.!ir ; logo ACi : ACG : : Ai : Ar : mas 

"'"' ,........ .li.Ci > ACG ; logo tambem Ai > Ar: 
o que evidt:ntemente he absurdo. Esteja 

~ ~ ~ ..-..... 
pois : : AB : X< AG ; isto he : : ..llB : 

r--. 
Ar'. Imagine.se enrâo dividido o arcq 
.AB em tantas partes igt1:1es : quantas fo-
rem necessa rias , para que hum dos pon-
tos da divisão caia entre r', e G, por ex.~ 
em i': teremos da mesma fórma ACB · 

r--. r". 

ACi': : .AB: Ai' : mas tam bem suppoze-
r---. r-... 

mos ACB: ACG:: AB: Ar'; logo AG'i': 
,....__ ,....__ 

ACG:: Ai'·: Ar'. mas ACi' < ACG; lo-. 
r--. r--. 

go tambem Al <Ar': o que evidente-
mente he absurdo. E pois não está ACB: 

_,.....,. ~ r--. 
ACG : : AB : X > ou < AG; estará 

r--. ,--... 
. . .li.B : AG : mas A C G . DE F, e 

,.-.... 
AG 
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;----.. .,...._, 

AG = DF, por construcção; logo ACB: ,...,. ,...,. 
DEF:: AB: DF. 

Da mesma fórma discorreremos a tes~ 
peito das áreas. 

r8. Coroll. Pois os angulos são pro-
porcionaes aos arcos dos sectores for-
mados sobre os seus lados com hum 
mesmo raio ; segue-se que podemos re-
presentar os angutos pelos ditos arcos, 
e conhecer por meio destes da sua gran-
deza. 

E com effeito seja A C B, jig. ). , 
hum angulo , que se quer medir; a0 o 
nun1ero de gráos, e partes do gráo do 
arco do sector formado sobre os seus la-
dos: a somm·a dos angulos no centro do 
circulo, de gue faz parte o sector, he 
36oA; e a circunferencia 360° ( denotan-
do r A o gráo angular, ou angulo corres-
pondente ao arco de r. o) : teremos pois 

36o0
: as:: 3 6o~: ACB :=~X 36o"= 

360° 

...!!_
6 

X 36o" ==a~: d'onde se vê que o an~ 
3 o 
gula vem expresso em medidas angula .. · 
res , e pelo mesmo numero de gráo~ , 
e partes do gráo , de que consta o ar-
co. Pelo que pôde o arço represen~ 

tar 
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tar o angulo ; e he neste sentido , que 
daqui em diante diremos que lhe ser~ 
ve de medida. 

Das perpendiculares, e ob!iqua.r. 

19. THEOR. Se hrtma recta cahir 
sobre outra recta; fará com esta, pro· 
longada, se for necessario, dous a12gu· 
los, cada hum da sua parte, que jun-
tos valeráõ r8o0

• 

Caia , jig. 9 , a recta A C sÕbre a 
recta BD, fazendo com esta dous angu-
los ..6'CB, e ACD, cada hum da sua par-
te: digo que ACB + -ACD =: 180°. 

Demonstr. Faça-se centro em C , e 
com hum raio qualquer CE se descreva 

.----.... 
a semi-circunferencia EFG : será EF a 

...--. 
medida de ..ll.CB ; e FG a medida de 

...--.._ ,....._, 
.ACD ( I 8 ) : porém EF + FG fazem a 
semi-circunferencia EFG == I 8oo; logo 
ACB + .ACD == 180°. 

20. Coral!. I.0 Se os dous angulos 
sao iguaes ' cada hum he == 90 : e 
chamão-se angulos t'atos) e a linha 

B in~ 
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incidente, perpendicular: se desiguaes ; 
o maior he > 90°, e o menor < 90°: 
e chama-se aquelle, angulo obtuso; e 
este, angulo agudo; e a linha inciden-
te , obliqua , ou i7zclinada. 
2r. Coroll. 2.0 Logo, se huma recta 

for perpendicular a outra recta , tam-
bem esta o será a respeito daquella. 

22. Coro/f. 3·0 De hl.tm mesmo pon-
to tomado em huma recta não se pó-
de levantar mais do que huma perpen-
dicular a essa recta. 
23. Dous . angulos, cuja som ma he 

180°, se dizem supplemmtos hum do ou-
tro : e aguelles, cuja somma , ou diffe-
rença he 90°, se dizem complementos. 

24. Coroll. r. 0 Os angulos, que sâo 
iguaes, tem supplementos, e comple-
mentos iguaes : e reciprocamente os 
que tem supplementos iguáes , ou com-
plementos iguaes , são iguaes ; sendo 
porém ou ambos agudos , ou ambos 
?btusos, os que tiverem complementos 
1guaes. 

2). Coroll. 2.0 Logo os angulos ver-
ticalmente oppostos são iguaes; por ex. 
jig. 6, ACB = GCF. Porque ACG 
he supplemento , tamo de ACB, como 
de GCF. 
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26. THEOR. Se duas obliquas a hu-

ma mesma recta, tiradas de hum mesmo 
ponto, tomado fóra desta ,forem igttaes; 
e/las se desviaráõ igualmente da per-
pendicular , que do dito p01tto se abai-
xar sobre a dita recta; isto he, cahit-4 
essa perpendicular no meio da porçáf) 
da recta i1ttercepta pelas obliquas, e 
fará com cada huma hmn angulo igual. 
E se as obliquas forem desiguaes ; a 
menor se desviará menos da perpendi-
cular, e fará com. e/la hrmz angulo me-
nor. 

1.0 Sejâo, jig. IO, CA, e CB duas 
oblíquas iguaes , tiradas do ponto C pa-
ra a recta EF: digo que CA, e CB se 
desvião igualmente da perpendicular a-
baixada do mesmo ponto C sobre EF; 
isto he , DA == DB , e CD perpendi-
cular. 

Demon.rtr. Imagine-se dividirlo o an-
gulo ACB em duas partes iguae~ pela 
recta CD ; e que por ella se dobra a fi-
gura, e se sobrepóe o plano CDA ao 
plano CDB: a recta CA cahirá sobre a 
recta CB, por ser o angulo .ACD == o 
angulo DCB, por construcçâo ; e o pon-
to A sobre o ponto B , por ser CA == CB, 

B ii por: 
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ppr hypothese : por conseguinte DA se 
ajustará sobre DE ( 2); e pois tem os 
mesmos extremos , será DA - . DE : o 
angulo ADC cobrirá exactamente o an~ 
gulo CDE; e por isso será ADC== CDE: 
logo CD será perpendicular ao ·meio de 
AB ( 20) : logo &c. 

E ao mesmo tempo fica provado, que 
a perpendicular faz com cada huma das 
obliquas hum angulo igual. 

2. " Seja porém, jig. I I, CA > CB: 
digo que CB se desvia menos da perpen-
dicular , do que CA. . 

Demonstr. Sobre CB, continuada, to-
me-se huma parte Cr == CA; e fazendo 
-çentro em C, e com o raio CA, se des-
·.creva hum arco , o qual passará pelo pon-
·to r ; e cortará AF em hum ponto n : 
.tire-se Cn: e porque Cn == CA ;' abaixan-
-do-se de C sobre EF a perpendicular 
CD , será DA= Dn, segundo se acahol!l 
de 'demonstra-r : mas Dn > DE ; logo 
tambem DA > DE: log0 CB se desvia 
·menos da perpendicular, do que CA. 

E do mesmo modo se provará ser 
ACD > ECD ; isto he , que a obliqua 
1.11enor faz com a perpendic.ula.r hum an-
gulo menor. 

27. Corol!. I.~ Re.ciprocamente. : -se 
duas 



DE G E O ME 'I' R I A; '2 'i 

duas obliquas a huma mesma recta ; 
tiradas de hum mesmo ponto tomado 
fóra desta, se desviao igualmente da 
perpendicular abaixada do dito ponto 
sobre a dita recta, ou fazem com el-
la angulos iguaes; essas oblíquas são 
iguaes. E as que menos se desviao, ou 
fazem com ella angulo menor, meno-

"' res sao. 
28. CoroU. 2. o Logo a perpendicu-

lar he a mínima; e por consequencia 
a unica, que de hum ponto , tomado 
fót-a de huma recta, se póde abaixar 
sobre essa recta . ( He por ella que se 
mede a distancia , que vai de hum pon-
to a huma recta. ) 

29. Coroll. 3· o De hum mesmo pon-
to para huma recta não se podem ti-
rar tres rectas iguaes : nem tres, de 
que duas sendo iguaes entre si, e maio-
res que a terceira , estejão de hum mes-
mo lado des8a terceira. 

30. Coroll. 4· o A perpendicular le-
vantada ao meio de huma recta pas-
sa por todos os pontos , que estive-
rem igualmente distantes dos extremos 
dessa recta ; e só passa por esses : e 
divide por conseguinte em duas partes 

, iguaes o angulo 1 que em cada hum dos 
di-
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ditos pontos fazem as obliquas tiradas' 
para aquelles extremos. Porque a per-
pendicular, que de taes pontos se abai-
xar sobre a dita recta, cahirá no meio 
della ; e ahi não póde haver mais do 
que huma perpendicular ( 22 ) • E se 
fosse possível passar esta por alguJTI ou-
trb ponto não eqtúdistante daquelles 
extremos ; a perpendicular delle tira-
da, não cahiria no meio da recta : 
contra o supposto. 
3 I. Sv/Jol. " Conclue-se pois : que 

" teremos huma recta perpendicular a 
" outra recta , todas as vezes que a fi-
!1' zermos passar por dons pontos , cada 
" hum dos quaes diste igualmente de ou-
" tros dous tomados em estoutra. " 

32. THEOR. Se de qualquer ponto 
de huma recta , obliqua a outra recta·, 
o qual não se )a o do seu enc01ztro , se a- ~ 
baixar sobre estoutra huma perpertdicu-
/ar ; esta c,zhir.i sempre da parte do an· 
gulo agudo ,formado por aquellas rectas. 

Se!a, jig. T2, a recta AB obliqua á 
recta CD; e seja o angulo ABD < 90°: 
digo que a perpendicul \l r, abaixada do 
ponto A sobre CD , cahirá da parte do 
angulo ABD. De-. 
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Drmonstr. Porque se cahisse da outra 

parte, como por ex. AC; a perpen i cu-
lar, que do ponto B se levantasse a CD ~ 
a encontraria em hum ponto E : o que 
be absurdo ( 28). 

33· THEOR. Se de hum mesmo pon-
to, fóra de huma recta, se tirarem pa-
ra os extremos de/la otttras duas rectas; 
será a somma destas duas maior do que 
!l dita recta. 

Sejâo, jig. 13, e 14, as rectas CA; 
e CB, tiradas do ponto C para os ex-
tremos da recta AB: .digo que CA + 
CB > AB. 

Demonstr. Supponha-se tirada do pon-
to C sobre AB a perpendicular CD : se-
rá AC > AD; e CB > DB ( 28 ) : lo-. 
go tambem AC + CB > AD + BD : 
porém AD + BD, jig. 13-, l1e a mesma 
recta AB; ou ,fig. 14, > AB; logo AC 
+ CB > AB. 

34· PRoBL. No mi:io de huma recta 
dada levantar huma perpendicular. 

Seja, jig. I), AB a recta. 
Solufáo. Tome-se de hum dos extre~ 

mos 
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.mos A na dita recta lmma parte arb1...; 
traria ; e então ou essa porção he a me-
tade da recta, ou maior , ou menor: to-
mé-se sempre maior ; e com ella, co· 
mo raio , e fazendo centro em A, se 
.descreva hum arco EF; e com o mesmo 
raio , e fazendo depois centro em B, se 

- __......._ 
descreva outro GH; o qual corte o pri-
meiro em hum ponto C. Dó mesmo mo-
do, e com o mesmo, ou diverso raio, se 
determine · outro ponto C', ou C''; ou 
fique, por baix0 , ou por cima da recta 
AB. Tire-se por estes dons pontos C, e 
C' a recta CC' : digo que esta he a per-
pendicular pedida ( 31 ) . 

35'. Schol. "Serve esta proposição pa-
" ra dividir huma recta . em duas partes 
" 1guaes. " 

36. PRoBL. De hum ponto dado tirar 
buma pe1·pendicttla-r a huma recta ú'ada. 

· \ Seja, jig. I 6 , AB a recta ; e C o 
ponto. 

Solucão. Faça-se centro eni C; e com 
1m m niio CD, tal., que descrevendo hum 
arco , este corte AB, marquem-se os pon· ' 
tos D , e E : destes , como centros , e 

com 
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com hum raio maior que a metade de 
DE ( 34) , se descrevão outros dous ar-
cos, que se cortem em C', ou C''; e ti-
re-se por estes dous pontos C, e C' a 
recta CC': digo que esta recta he a per-
pendicular pedida ( 3 I ) . 

37· Schol. " Se o ponto C estivesse 
" na mesma recta AB, fig. IJ, se faria 
" a mesma construcção , tomando CD = 
" CE, &c. Porém se o ponto C tives-
" se tal situação , que se não podesse 
" marcar hum dos dous pontos D , ou 
, E , como , por ex. , se quizessemos le-
" vantar huma perpendicular no extre-
" mo B da recta AB , jig. I 8 ; conti-
" nuar-se-hia a recta AB, e se faria de-
" pois .a construcção pela mesma manei-
" ra. " 

Dos arcos de circulo, e das suas cor-
das: das rectas consideradas a res-
peit1 da circunferencia do ciuulo : e 
das circunferencias consideradas hu-
'i'nas a respeito das outras. 

38. Do gue deixamos dito ( 26 , e 
30 ) , .se segue que , se huma recta CG , 
fig. 19, perpendicular a hurna corda AB 

de 
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de hum circulo CAEA, (cujo centro he 
C), passar por hum dos tres pontos, cen-
tro do circulo, meio da corda , e meio 
do arco , que essa corda sostenta ; a di-
ta recta passará pelos outros dous. E re-
ciprocamente: que se huma recta passar 
por dons desses pontos , passará pelo ter-
ceiro , e sed perpendicular á corda. 

Tirando aos extremos della os raios 
CA, e CB , he manifesta a conclusão. 

· 39· THEOR. Se em hum umi-circulo , 
ou em semi-circttlo.r iguaes ,forem iguaes 
dott.r a·rcos; as. cordas desses arcos serão 
igttaes. E se os arcos forem desiguaes; 
.rerd maior a corda pertencettte ao arco 
maior. 

r. o Seja , jig. r 9 , /o circulo CABE A; 
cujo centro h e C; e seja o arco AB = 
o arco DE : digo que a corda AB == cor-
oa DE. 

Demonstr. Dobre-se o circulo pelo cen-
tro, e de modo que se applique o pon-
to B sobre o ponto D : o arco BA se 
ajustará sobre o arco DE ( 9) ; e o -
.ponto A cahirá sobre o ponto E, por 

,.--.. ,.,..... 
ser AB = DE , segundo a hypothese : 

lo-
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logo tambem AB se ajustará sobre DE : 
e , pois tem os mesmos extremos , será 
.AB ==DE. 

,-... ......... 
2. o Seja porém , jig. 20 , AB > DE : 

digo que AB > DE. 
Demo.nstr. Suppponha-se tomado de A 

_,.....,._ 

para B hum arco .AF == DE: será AF == DE, pelo que se acabou de demons-
trar : e por tanto , se AB não > DE , 
tambem não > AF; e então será , ou 
==,ou< AF. Seja AB == AF: tire-se 
BF; e conceba-se ao meio de BF levan:-
tada huma perpendicular : ella passará 
pelo ponto A, pois AB == AF; e tam-
bem pelo ponto C, por ser este o cen-
tro do circulo ( 38 ) : mas isto não pó-
de ser ( 22 ) ; logo .AB não == AF. 
Seja pois < AF. Faça-se centro em A, 
e com. o raio AB se descreva hum arco , 

,-... 
o qual cortará AF em hum ponto F' : 
·será a corda AF' == AB: tire-se BF' ; 
e teremos da mesma 1sorte , que a per-
pendicular levantada ao meio de BF', 
passará pelo ponto A , e tambem pelo 
centro C : mas isto não póde ser ; logo 
.AB não < AF. E pois não == , ou < ; 
será AB > AF; ou AB > DE, por 
ser AF =DE. 
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40. Coro li. Reciprocamente : se- em 

lmm semi-circulo, ou em semt-ctrcu-
los iguaes, duas cordas forem iguaes; 
os arcos dessas cordas serão iguaes . . 
E se ellas forem desiguaes; será maior 
o arco pertencente . á corda maior. 

4r. PRoBL. Em hum ponto dado de 
huma recta fazer hum angulo igual a 
outro angulo dado. 

Seja, jig. 2r , AB a recta ; C o 
ponto; e acb o a gulo. 

Solução. Fazendo centro em c, e com 
bum raio qualquer cg, se descreva o ar-
co ge; e tire-se a sua corda eg. Com o 
mesmo raio cg, e fa zendo . c'entro em C, 
se descreva o arco indefinido Eif.:, e com 
hum raio igual á corda eg,; e~' fazendo 
centro em E , se··~aescreva· hum arco , 

que corte EH em -h1Ún ponto G : ~or 
este ponto '· e pelo ponto C, se tire a 
recta GC : digo que tenho construido o 
angulo GCB == o angulo acb , como s~ 
pedia. ( 1 4 , e 40 ) . 

Facilmente_ se vê que este Proble-
ma admitte quatro soluçóes :· e teria só 
duas, quando se houvesse de construir 

O, 
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o angulo em hum dos extremos da recta." 

42. PRoBL. Dividir hum cmgulo, ou 
httm arco, em duas partes iguaes. , 

Seja, fig. 22, o angulo ACB. 
Solucao. Fa~a-se centro em C, e com 

húm r~io qualquer Ca, se descreva o ar-
:eo ab : -tiFe~se a sua corda ; e ao meio 
della se levante a perpendicular CD (34): 
.digo que tenho di.vidido o a ngulo pro-
posto em duas partes iguaes , a saber : 
ACD =:: DCB ( 38, ou 30). 

Facilmente se vê, que .se fosgç ques-
t ão divid·ir hum arco em duas pa'rtes 
-iguaes, se levantaria huma perpendicular 
ao meio da sua corda. 

43· \ PRoBL. Achar o centro de hum 
ârmlo, cuja circun.ferencia, ott só hum 
.arco está descripto~ 

Séja , fig. '23 , ABDA, a circunfe .. 
rencia do circulo , cujo centro se pretende. 

Solução. Tomem-se nella rres pontos 
quaesquer A, B, e D; e tirando as cor-
.das AB., e BD, levantem-se ao meio de 
cada huma .as perpendiculares FL , e 
13M.: digo que estas se cortaráõ, ou con4 

}:O r.·. 
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çorreráó em hum ponto C; e que esse 
he o centro do circulo. 

Demonst1·. Com effcito o centro deve 
estar tanto na recra FL, como na recta 
EM: mas este he só em hum ponto ; lo-
go não póde ser em outro , senão no de 
concurso, ou intersecção das ditas rectas, 
que he o unico comr~mm a ambas : logo 
ellas concorreráó em hum ponto C, e esse 
he o centro. 

O mesmo praticaríamos , quando, 
sendo dado hum arco de circulo , se tra-
tasse de o continuar. 

44- Coroll. Logo duas circunferen-
cias de circulo não podem ter tres pon-
tos communs, sem inteiramente se con-
fundirem. Porque tirando rectas de hum 
destes pontos para os outros dous, es-
sas rectas serião cordas de ambos os 
círculos ; e por conseguinte o centro 
de ambos estaria no mesmo ponto do 
concurso das perpendiculares levanta-
das ao meio dessas cordas. Logo a 
recta , tirada do dito centro para hum 
daquelles pontos , seria raio de ambos 
os círculos : e he evidente que com o 
mesmo raio ' e centro ' se nao descr~ 
vem dous círculos distinctos. 

.45~ 
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4)· THEOB. Se hunuz recta, te;zdo 

de conzrmmz hum ponto com a circrmfe-
rencia de hu1n circulo, p1"olo11gada a 1zfiq, 
cortar; só terá de commum esse ponto 
com a dita ci-rcutifere1tcia : (e chama1·-
se-ha tangente). E se a cortar; só po-
de1·á ter dous : (e chamar-se-ha secan-
te). 

1.0 Seja, fig. 24, ABDA, a circun-
ferencia de hum circulo (cujo centro he 
C); e tenha de commurn com huma recta 
o ponto A, de modo que esta a não cor-
te , sendo prolongada : digo que a dita 
recta só terá de commum com a circun-
ferencia esse ponto A. 

D emonstr. Se he possível , tenha hum 
segundo ponto , por ex. a ·: tirem-se raios 
para estes dons pontos : a perpendicular:) 
~uc do centro C se abaixar sobre a di-
ta recta , cahirá entre elles ( 26) : ora t;s-
ta perpendicular he menor, que qualquer 
destes raios ( 28 ) ; logo encontrará a di-
.ta recta dentro do circulo; o que he con-
tra a hypothese : logo ella só tem de com-
mum com a circunferencia o ponto A. 

2 • .0 Tenha porém a dita circunferen-
·cia o ponto 'A de commum com huma 
recta , que , prolongada) a corte : digo que 

nã~ 
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não poderá ter mais do que hum outra 
,ponto commum , por ex. B. 

Demonstr. Se he possível, tenha hum 
terceiro ponto , por ex. a : tirem-se raios 
para estes tres pontos : pelo n. o 29 se de-

, monstra a impossibilidade. 
46. Coroll. I.0 A menor recta, que 

do centro de hum circulo se pôde ti-
rar para a tangente, he o raio , que 
vai ao ponto do contacto. Porque qual-
quer outra recta , que do centro se ti-
rasse para a tangente, sahiria fóra do 
circulo; e seria por conseguinte maior, 
do que o raio. 

47. Coroll. 2. o H e pois qualquer tan-
gente á' circunferencia de hum circulo, 
perpendicular ao raio tirado ao ponto 
do contacto ( 28 ) : e por conseguinte 
unica nesse ponto ( 22). 
48. Schol. " Pelo que havendo-se 

·" de tirar huma tangente a qualquer pon-
.,, to de huma circunferencia, levantar-
" · se-ha h uma perpendicular no e-xtremo 
" do raio tirado a esse ponto : e será 
" tangente. " 

49· THEOR. Se duas circunferencias 
de circulo passarem por httm mesmo pon~ 
to da recta, que prende os seu.I çentros ;_ 

a .r. 
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as ditas circunferencias só terão de com- -
mum esse ponto, em que por conseguinte 
se tocaráó. E reciprocamente : se duas 
circunfere;zcias se tocarem em httm pon-

, to; esse ponto, e os seus centros esta-
rão na mesma recta. , 

Sejao, jig. 2) , ABDA, e AbdA 
duas circimferencias de circulo, cujos cen-
tros C, e c; e passem pelo ponto A da 
recta Cc, que prende os ditos · centros : 
digo que estas circunferencias só tem de 
comníum esse ponto A, em que por con-
seguinte se tocao. -

Demonstr. Se he possível, tenhao tam-
bem hum outro ponto commum, por ex. 
D: tirem-se deste para os centros C, e c os 
raios CD, e cD: e será CD + cD > Cc 
(33): mas he CD == CA, e cD == cA; logo 
tambem CA +c A, isto he, Cc > Cc: o 
que l1e manifesto absurdo. Logo &c. 

Se as circunferencias forem ABDA, 
e AgdA; se demonstrará do mesmo mo-
do, isto he, será CC' + C' D > CD, 
ou CC'+ C' A> CA: absurdo tambem 
manifesto. 
' Reciprocamente. Toquem-se agora; 
fig. 26, as duas circunferencias ABDA, 
e AdgA no ponto A: digo qne este pon-

C to,. 
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to, e os seus centros estarão em a rnes· 
ma recta. 

Demonstr. Se he possivel , não estejão ; 
e seja a recta Cc aquella, que prende os cen-
tros; e estes C, e c. Tirem-se delles ao pon-
to do contacto A os raios CA, e c .A: será . 
AC + .Ac > Cc : mas he C.A == Cb ; e 
c .A== cd; logo tambem Cb + cd > Cc: 
o que h e manifesta absurdo. 

Se as circunferencias forem AbD.A, 
e Ad' g' A; e C c' a recta , que prende os 
seus centros ; se demonstrará do mesmo 
modo : isto he , será Cc' + c' .A > CA, 
ou Cc' + c'd' > Cb: absurdo tambem 
manifesto. 

) O. Coroll. Duas circunferencias de 
circulo, que se todo em hum ponto , 
tem nesse ponto a mesma tangente. 
Porque ella h c a perpcndicula r ahi le-
va ma da sobre a recta , que prende os 
seus centros. ( 47 ) 

) r. C01-oll. Duas circqnferencias de 
circulo ele raios desiguaes não se tocão 
em mais de hum ponto: nem as de raios 
iguaes, se estas se tocao· exteriormen-
te. Porque se acaso se tocassem em dous 

, ·pontos·; esses dous pontos estarião am-
bos na recta , que passa pelos seus cen-
tros; o que daria o abstlrdo de. ha.ver em 

hu-

\ 
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huma circunferencia dous pontos não 
equidistantes do centro. 

52. PRoBL. Descrever huma circun-
fe;'encia de circulo com hum raio deter~ 
minado, a qual toque huma out1·a da-
da em hum ponto tambem dado. 

Seja, jig. 27 , ADA a circunferen-
cia dada ; e A o ponto , em que se quer 
que a toque outra descripta com o raio bc. 

Solução. Pelo centro C, (que se deve 
primeiramente achar, se não for dado) , 
e pelo ponto A, se tire a rccta indefini-
da CL ; e tome-se de A para L na recta 
CL huma parte AB = bc; ou de A pa-
ra C na recta AC, prolongada , se for 
necessario , a parte AC 1 == bc : faça-se 
centro em B, e com o raio BA se des-
ereva a circunferencia AEGA; ou faça-
se centro em c r, e com o raio c r A se 
descreva a circunferencia Ar-:A: digo que 
qualquer destas duas circunferencias satis-
faz ás condiçôes do Problema. 

I 

5'3· PRoBL. Por hum ponto dado fa-
zer passar huma circunferencia de cir-
culo , que toque huma outra dada em 
hum po11to tambem dado. 

C ii Se~ 
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Seja , fig. 28 , e 29 , B o ponto ~ 
por onde deve passar a circunferencia de 
circulo ; e A aquelle da circunferencia 

.AEGA, em que deve tocar. 
Solução. Do ponto A para o centro C 

tire-se o raio CA; e para o ponto B a 
recta AB : no meio desta se levante a 
perpendicular LN; e do ponto C', em 
que esta encontrar o raio CA prolonga- · 
do, se descreva, como centro , e com o 
raio C' A, a circunferencia AJi'BA: digo 
que esta he a circunferencia pedida ; isto 
he, passará pelo ponto B, e tocará no 
ponto A a circunferencia AEG A. 

Prova-se pelos n.os 49, e 38; dis-
correndo, como no Problema n.o 43· 

54· Schol. "Se, em lugar de h uma cir-
" cunfcrencia , fosse questão fazer tocar-
" se 1mma recta DE, jig. 30, em hum 
" ponto dado A, por h uma circunferen-
,'; .cia de circulo, que ao mesmo tempo 
" passasse por outro ponto B; a construc-
" çâo seria a mesma ; com a unica dif-
" ferença de se levantar no ponto A a 
" perpendicular A C sobre a recta DE 
" ( 48). " 

Comtudo em hum, e outro caso pó-
de huma vez ser impossivel o Problema. 

DaJ 
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Das parallelas. 

r-· ;;. He axioma: que se duas rectas ,' 
que fazem angulos com huma terceira , 
prolongadas concorrem; outras du?s re-
ctas , que fizerem com a mesm3 , ou com 
outra terceira , angulos respectivamente 
iguaes, para a mesma parte, simílhante-
mente concorreráó. Com effeito se 0s an-
gulos , fig. 3 I , CAB, e CBA , são res-
pectivamente iguaes aos angulos GBF, 
e HFE ; e as rectas AC, e BC concor-
rem; tambem s.imilhantemente concorre-
ráó as dua~ EG , e FH. 

)6. As rectas , que estando no mes· 
mo plano , por mais que se prolonguem 
de huma e outra parte ' se nao encon-
,trão, chamão-se paro/Zelas. A recta , aue 
as corta, secante. Diz-se que os angulos 
formados pela secante com cada huma 
das paralleJas , sao internos, OU exter110S, 
conforme estão entre as parallelas , ou 
não : e que são da mesma banda, ou al-
ternos , conforme estão da mesma , ou 
differente banda da secante. 

)7· THEOR, Se duas rectas forem 
pa-



jl -ELEMENTOS ) 
parallelas, e for huma t erceira perpen.; 
dicular a hrmla deltas; será a mesma 
terceira tambem perpendicular á otttra; 
produzidas, se11do 71ecessm-io. 

Sejão , fig. 32, as rectas parallelas 
.AB, e CD; e s~ja EF perpendicular a 
.AB : digo que tambem EF he_ perpen ... 
dicular a CD. 

Demonstr. Não seja EF perpendicu-
lar a CD: hum dos angulos CFE , ou 
EFD , será agudo : seja CFE. De hum 
ponto qualquer G da recta FC, continua-
da até onde o quizerrnos, se a baixe Im-
ma perpendicular CO a FE ( p ) : he 
manifesto que as duas rectas CD, e CO 
fazem com a terceira FE o angulo CFE ~ 
e o recto COF; e que as duas CD , e 

' AB :f1zem com a mesma terceira FE o 
mesmo angulo CFE, e tambem o recto 
A E F. Ora as duas CD , e CO concor-
rem em C; logo tambem concorreráó as 
duas CD, e AB ( 5'5') : o que he con-
tra a hypothese. Logo &c. 

)8. Coro!!. Duas rectas parallelas a 
ln1ma terceira, serão parallelas entre si. 
P _, fi ,_, arque se o nao orem , concorrerao em 
hum ponto; e então desse ponto abai-
xando huma perpendicular á dita t.er-

cel ... 
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ceira, ella seria tambem perpendicular 
no dito ponto ás outras duas; isto he, 
teríamos a hum ponto de huma mes-
ma recta duas perpendiculares ; o que 
he absurdo. 

5'9· TnEoR. Se duas recta.r, corta-
das por huma t erceira, fizerem comes .. 
ta para a mesma handa o angulo exter-
710 igual ao interno ; essas duas rectas 
.serão parallelas. E 11âo o serão, se os 
ditos angulos não forem iguaes. 

. I.0 Sejão, fig. 33 , as rectas AB, e 
CD, cortadas por EF; e ~eja o angulo ex-
_terno EGB = o interno GHD da mesma 
banda : dizo que AB he parallela a CD. 

Demonstr. Sendo EGB = GilD por 
hypothese ; e GHD = CHF ( 2) ) ; e 
EGB = AG H; será EG B == GHD :=: 
CHF = AGH ; de sorte que as rectas 
AB , e CD fazendo com EF o angu.lo 
externo igual .10 interno para huma ban-
da; tambern fazem para a outra banda 
igual angulo externo , igual a igual an-
gulo Fnterno d' estoutra mesma banda. 
Isto posto , se as ditas rectas não são pa-
rallelas , prolongadas concorreráô de hu-
rna destas bandas. Ora não l1a razão , 

pa-
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-para que concorrão desta , e não daquel· 
la; logo concorrerá o de ambas : o que 
h e absurdo ( 2 ) . Logo será AB paralle-
la a CD. 

2.0 Sejao porém ,jig. 34, as rectas IL , 
e CD cort::tdas por EF; e seja o angulo 
externo EGL não= o interno GI-llJ da 
mesma banda : digo que IL não he pa-
l·allela a CD. 

Dem011str. Supponhamos que o seja : 
e pois os ditos angulos são desiguaes, por 
hypothese; separe-se no maior, por ex., 
no angulo EGL , hum angulo EGB :::= 
-G HD C 41 ) : será AB parallela a CD , 
pelo que aca bámos de demonstrar: mas 
tambem suppozemos ser IL parallela a 
CD ; logo tambem IL será parallela a 
AB C )8): o que he manifesto absurdo. 
Logo IL nao he parallela a CD. 

6o. Coro!!. r." Reciprocamente: se 
duas rectas forem parallelas; farão com 
qualquer secante o angulo externo igual 
ao interno da mesma banda. E não 
igual , se não forem paral1elas. 

6r. Coroll. 2. 0 Tambem são parai-
leias duas rectas. 

I.0 Qyando, cortadas por Jmma ter-
ceira , os angulos alternos internos são 
iguaes. E reciprocamente. Porque qual-

quer 
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quer desses angnlos internos he verti-
calmente opposto a hum externo da 
banda do outro interno: e por tanto 
( 2) ) estamos no CflSO do n. o 59 ; e 
do 12. 0 6o a respeito da reciproca. 

2. 0 E pela mesma razão: Qyando os 
angulos alternos externos são iguaes. E 
reei pro c a mente. 
3.0 Quando os angulos internos da 

mesma banda são supplementos hum 
do outro. E reciprocamente. Porque 
cada angulo interno he supplemento do 
externo, que lhe he contíguo; e por 
tanto ( 24) estamos no caso do 11.

0 59; 
e do n.'' 6o a respeito da reciproca. 
4.0 E pela mesma razão: Q11ando os 

angulos externos da mesma banda são 
supplementos hum do outro. E recipro-
camente. 

62. PROBL. Por hum ponto, dado fó-
ra de huma recta, tirar outra recta pa-
rallela á primeira. 

Seja , jig. 35, AB, a recta; E , o 
ponto. 

Solução. Tire-se por ellc huma se-
cante qualquer ED ; e nelle se faça hum 
angulo DEF = DGB , para a mesma 

ban-
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banda (41) : digo que EF h e a paralle· 
la pedida ( 5'9). 

63. THEoR. Se dot/J' angulos, que 
t un os lados parallelo.r, tiverem as sua.r 
aberturas 7.JO!tadas para a mesma par-
te; ou hum delles , e o verticalmente 
opposto ao outro; esses angulos serão 
iguaes. E serão supplementos hum do 
outro, quando assim as não tiverem. 

Sejão, fig. 36, os angulos ACB, e 
acb, cujas aberturas estâo voltadas para 
a mesma parte ; e seja AC parallela a 
ac; e BC parallela a bc : digo que ACB 
== acb. 

Demo11str. Continuem-se os lados CB, 
e ca, até concorrerem em hum ponto D: 
será ACD, ou ACB == CDc , por ser 
CD secante a respeito das parallelas AC, 
e a c ( 61) : mas tambem CDc == acb, 
por ser cD secante a respeito das paralle"' 
las BC, e bc; logo tambem ACB == acb. 

Qyanto, fig. 37 , aos dous angulos ' 
ACB, e acb, cujos lados são parallelos, 
mas não tem as aberturas voltadas para 
a mesma parte; he facil de ver, se são 
iguaes: porque, continuando do vertice 
os lados de hunf, por ex., a c, ,e bc , se 

ob-
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observará que o seu verticalmente oppos-
to a'cb' he' == ACB, pelo que se aca-
bou de demonstrilr; e se concluirá ser acb 
== ACB (25 ). 

Os dous porém, jig. 38, ACB, e 
acb , que tem os lados parallelos, mas 
cujas a benuras , e assim a do vertical-
mente opposto a hum delles , tal como 
a' d/, estão voltadas para differentes par-
tes; esses serão supplementos hurri do ou-
tro. E com effeito o são, por ser acb 
supplemento de acb' = ACB. ( 19, 23 , 
e 24) 

64. THEOR. Se dous angulos, cujos 
lados são respectivammte perpendicula-
res , ou o são, continuados, tiverem as 
suas abertttras para dijferentes partes , 
~ da mesma sorte hum delles, e o ver-
ticalmente opposto ao outro; esses an-
gulos serão iguaes. E serão supplemen-
tos hum do otttro, quando as sim a .r não 
tiverem. 

Sejão, jig. 39, e 40 , os angulos 
.ACB, e acb, cujas aberturas estão vol-
tadas p~ra differentes partes; e s~ja AC 
perpendicular a ac, e BC perpendicular 
a bc: digo que A.CB = acb. 

' De-
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Demonstr. Tire-se pelo ponto c a recta 

c d parallela a AC; e a recta c e pa ralle-
la a BC ( 62) : será de perpendicular a 
ac ('57 ) ; e ec perpendicular a bc : logo 
o angulo ecb será == dca ; e por tanto 
tirando de hum, e outro o commum bcd, 
fig. 39; ou ajuntando ,jig. 40; ficará acb 
== dcc : mas he dce == ACB ( 63 ) ; lo-
go tambem ACB == 11cb. 

Quanto á segunda parte; he facil 
de ver, jig. 4r , que os angulos ACB, 
e acb , ou a' cb', cujos lados são respecti-
vamente perpendiculares, mas que tem 
as aberturas para a mesma parte ; es-
ses são supplementos hum do outro : 
11or quanto he acb, ou a'cb', supplemen-
to de acb1 == ACB, segundo se acabou 
de demonstrar. 

6). TH.t:on. Se duas cordasforempa-
1·allelas; ou huma corda, e huma tan-
gmte; os arcos intercepto.r serão iguaes 
E reciprocamente. 

Sejão, jig. 42, as cordas AB, e ED 
parallelas : digo que o arco AE == o ar~ 
co BD. 

Demonstr. Do ·centro C se abaixe so-
bre h uma das cordas, por ex., AB, a 

per~ 
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perpendicular CF: será CF tambem per-
pendicular sobre ED ( )7 ) : e por con-

~ .....-... ,.--... .....-... 
sequencia AF== BF; e EF== DF ( 38): 

,--.,. ,--.,. .---..._ 
logo, se tirarmos EF de AF, e DF de 
......... ,--.,. _.--... 

BF, ficará AE == BD. 
Quanto á reei proca ; segue-se desta 

por absurdo : porque se AB não he pa-
...-.. .---..._ 

rallela a ED, sendo AE ==· BD; a pa-
rallela a ED , que pelo ponto A se ti-
rasse , não interceptaria com ED hum 

......... "' arco == A E == B D ; pois seria > on 
.---..._ 

<BD. 
Do mesmo modo discorreremos a 

respeito das parallelas corda , e tangen-
te. 

66. Coroll. Qyando huma tangente 
he parallela a huma corda , o ponto 
do contacto he o meio do arco , que 
essa corda sostenta. 

67. Scho!. "Esta proposição p6de, 
" entre outros usos, servir para tirar por 
" hum ponto dado huma parallela a hu-
" ma recta dnda . " 

Das 
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Das linhas rectas, que fechão es-
paço. 

68. O menor numero de linhas rectas, 
que se póde empregar para fechar espa-
ço , he o de tres. Concorrendo duas a 
duas , ellas formão tres angulos , que es-
~ão todos no mesmo plano ( 8 ) ; e por 
lSSO 

Chama-se triangulo rectilineo , ou 
simplesmente triangulo, a figura , que re-
sulta do espaço assim fechado; e este he 
a área do triangulo; e as linhas, que o 
terminâo , se dizem lados. Se todos tres 
são iguaes ; chama-se tt·iangulo eqttila-
tero. Se dous só mente iguaes, triangu !o 
isosceles. E se todos desiguaes, trian-
gulo scale;w. Sete pois são as causas, 
<JUe se distinguem em hum triangulo; a 
saber ; tres angulos; tres lados; e a área. 

69. A somma de dous quaesquer Ia-
dos de hum triangulo he maior, do que 
o terceiro. Hc consequencia do que di8-
semos ( 33). 

70. Coro!!. Não pois quaesquer tres 
rectas fechará6 sempre espaço , se a 
somma de quaesquer duas for igual, 
ou menor, do que a terceira. 

7!· 
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7r. THEOR. Os tres angulos de qual-

qrm· tria1zgttlo eqttivalern todos ju11tos a 
dous angttlos rectos, ou I 8o0

• 

Seja , fig. ·43 , o triangulo ABC: 
digo que ACB + CBA + BAC-:= r8o0

• 

Demonstr. Prolongue-se hum dos la-
dos , por ex. , AC; e pelo ponto C ti-
re-se CE parallela a AB : será BCE == 
CBA; e ECJJ -:= BAC ( 6o, e 6r); e 
por conseguinte BCE + ECD, ou BCD = CBA + BAC : mas ACB + BCD 
= I80° ( 19) ; logo tambem ACB --i-
CBA + BAC -:= I 80°. 

72. Coroll. !.0 Hum triangulo não 
póde ter mais do que hum angulo re-
cto : e então chama-se triangulo re-
ctrmgulo: não mais, do que hum an-
gulo obtuso : e então chama-se trian-
gulo obtusm1gulo: c póde-os ter todos 
agudos : e então chama-se triangulo 
acutmzgulo. " 

Indistinctamente chamao-se triangtt-
los obliqtta11gulos aquelles, que não são 
rectangnlos. 

No triangulo rectangulo o lado, que 
fica oppmto ao aor;ulo recto, tem o no-
me de hypothe;zusa. 

73· Coro!/. ;J.,o Os dous angulos de 
hum 
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hum triangulo rectangulo são entre si 
complementos. 

74- Coroll. 3·0 ~1ando dous angu-
los de hum triangulo, ou a sua som-
ma , são iguaes a dons angulos de ou-
tro triangulo, ou á sua somma; o ter- . 
ceiro angulo de hum he igual ao ter-
ceiro angulo do outro. 

7'i· Coroll. 4-0 Dados dous angulos 
de hum triangulo, ou a sua som ma ; 
acha-se o valor do terceiro, tirando a 
dita somma de r8o0

• 

76. Sebo!. "No mesmo Theorema . 
" fica incidentemente provado que, pro-
" duzindo qualquer lado AC de hum trian-
" gula, o angulo externo BCD he igual 
" á somma dos dous internos CBA, e 
" B..!lC, que lhe são oppostos. " 

77· THEOR. Se em qualquer trian-
gttlo forem iguaeJ dous lados; os angu-
!os , qtte lhes slío oppostos, serão iguaes. 
E se fo rem desiguaes dous lados; será 
n~:aior o angulo opposto ao lado maior •. 

. !. 0 Seja, jig. 44, o triangulo ABC; 
e seja AB = BC: digo que o angulo C----: 
o angulo A. 

Demo1utr. Do ponto B se abaixe so-. 
bre 
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bre o lado opposto AC a perpendicular 
BD: será ABD complememo do angu·. 
lo A; e DBC complemento do angulo 
C ( 73 ) : mas he ABD == DBC ( 26); 
logo C == A ( 24 ) . 

2.0 Seja porém, jig. 45', AB >BC:· 
digo que C > A. 

Demonst1' . Feira a mesma construc· 
çâo, será ABD complemento do angulo 
A; e DBC, complemento do angulo C: 
mas ABD > DBC ( 26); logo C> A. 

Se a perpendicular BD cahisse fóra · 
do angulo ABC, ou fosse o mesmo la· 
do BC; então por si mesmo era mani· 
fesro ser o angulo C > A, por ser C 
obtuso no primeiro caso, e recto no se-
gundo ( p , e 72 ) . 

78. Corol!. I.
0 Reciprocamente: se 

em qualquer triangulo forem iguaes 
dous angulo~ ;,., os_ lados , que lhes são 
oppostos, serao iguaes. E se forem 
desiguaes dous angulos , será ma·Íor o 
lado, que fica opposto ao angulo maior. 
79· Coroll. 2.

0 O triangulo, que for 
equilatero, será equiangulo. E recipro-
camente. 

8o. PRoBL. Dado hum triangulo, des-
çrever huma circtmfermcia de circulo, 

D qrte 
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que passe pelos vertices dos tres angu· 
los do dito tritmgulo. 

Seja, fig. 46, o triangulo ABD. 
Solução. Levante-se ao mtio de cada 

hum de dous lados AB , e BD , as per:' 
pendiculares LM, e NO , as quaes neces· 
sariamente concorreráó em hum ponto C; 
porque não concorrendo , seria L !d. parai-
leia a NO; e por conseguint:: , sendo AB 
perpendicular a LM , produzida seria 
tambem per!' endicular a NO ( )7 ) ; e lo· 
go AB parallela a BN, por ser BN por 
consrrucção tambem perpendicular a NO : 
o que he manifesto absurdo. Descreva--se 
pois do ponto C , como centro , e com 
hum dos intervallos CA, ou CB, como 
raio, huma circunferencia de circulo: di-
go que esta passará pelos tres pontos A, 
B , D. 

D emonstr. Com effeito o ponto C dis-
tando tanto de .11, como de B, como de 
D ( 30 ), a circunferencia acima descri-
pta passará por esses pontos. 

Chama-se a esta construcçâo cir-
cunscrever hum circulo a hum triangu-
lo ; e o circulo se diz estar circunscripto, 
e o triangulo inscripto. Em geral ;<ruan· 
do huma figura qualquer tem os vertices 

- dos 
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dos seus angulos na circunferencia de hum 
círculo ; a figura se diz estar inscripta , 
e o círculo circunscripto : e reciproca-
mente o círculo se diz estar inscripto, e 
a figura cit·cttnscripta, quando os lados 
da figura são tangentes á circunferencia 
do circulo. 

Dos angulos considerados no circulo. 

8r. THEOR. Se hum angulo, cujos 
!trdos encontrão a circunferencia de hum 
circulo , tiver o 'Vfí"tice , r. o na ci1'ctm-
ferencia dN se circulo ; terá por medi-
da metade do arco intercepto pelos seus 
lados: 2. o se dentro do circulo; terá por' 
medida metade do arco Í11tercepto pelos 
J·eus lados, e 1nais metade do arco in-
te1'tepto pelos mesnws lados prolongadof 
do vertice : 3·0 se fóra do circulo; te-
Tá por medida metade do arco co11cavo 
menos metade do arco convexo, inter-
ceptas pelos ditos lados. 

I.0 Seja, jig. 47 , o angulo ABD, gue 
tem o vertíce na circunferencia ABJJA: 
este ou he formado por huma corda , e 
hum diametro; ou por duas cordas; ou 

.- -J D ii por 
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por huma corda, e huma tangente. Seja 
pela corda AB, e pelo diam.etro BD : 

,.....,.. 
digo que ABD tem por medida ~ AD. 
· Demonstr. Tire-se o raio CA: e tere-
mos no triangulo ABC' o angulo ACD == ABC + CAB (76): mas he ABC == CAB , por ser AC == BC ( 77 ) ; lo-
go . ACD . 2. ABC; donde ABC = 
~ ACD: mas ACD tem por medida o ar-
co AD ; logo ABC, ou ABD · terá por 

,.....,.. 
medida ~AD. 

A respeito do que he formado por 
duas cordas ; ou por huma corda , e hu- . 
ma tangente; facilmente se demonstrará , 
tirando pelo vertice hum diametro ; com 
o que fica o angulo proposto somma, ou 
differença de dous angulos, de cada hum 
dos quaes se sabe que a medida he a me-. 
tade do arco intercepto pelos seus lados: 
e tJOr tanto vem a ser a medida do an~ 
gula proposto a semi-somma, ou a semi-
differença desses artos, isto he, a metao 
de do arco intercepto pelos lados do di-
to angulo , jig. 48. 

2.0 Seja agora ,jig. 49, o angulo ABD -,' 
que tem o vertice dentro do circulo : pro-
longuem-se os seus lados do vertice até. 

en-
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encontrarem a circunferencia nos pontog 
E , e F: digo que ABD tem por medi-: 

,......,. ,...-,. 
da~ AD + ~ EF. 

Demonstr. Tire-se a corda ED; e te-
remos no triangulo BED o angulo ABD 
= AED + BDE : mas o angulo AED 

,...-,. 
tem por medida~ .llD; e o angulo BDE , 
~ ~ i EF ; logo .llBD terá por medida ~ .liD 

,.-.... 
+ ~ EF. 

3~0 Seja finalmente, fig. ')O, o angulo 
AHD , que tem o vertice f6ra do circu-
lo : este ou he formado por duas secan4 

tes; ou por huma secante , e huma tan-
gente; ou por duas tangentes. Seja por 
duas secantes : digo que 4._BD tem por 

,......,. ,....__ 
medida ~ AD - ~ EE 

Demoitstr. Tire-se a corda ED; e te-
remos no rriangulo BED o angulo AED 
== ABD + BDE ; donde ABD == AED 
- BDE : mas o angulo AED tem por 

,.-.... r--. 

medida ; AD; e o angulo BDE ~ EF; 
r> ------. 

logo .llBD terá por medida ~ AD- ~ EF. 
A respeito do que he formado por 

hurna secante, e huma tangente, ou por 
duas 
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duas .tangentes; demonstra-se da mesma. 
manetra. 

82. Coro!!. I.0 São ·pois iguaes to-
dos os angulos , que tendo o vertice na 

- circunferencia , interceptão os seus la-
dos o mesmo arco, ou arcos igu<1es. 

83· Coroll. 2. 0 He recto o angulo, 
que tendo o vertice na circunferencia , 
passão seus lados pelos extremos do 
diametro. · 

· 84. Schol. "Ná primeira parte des-
" te Theorema se deve tambem enten-
" der o angulo DBE, jig. )I , em que 
" hum dos lados, em vez de ser a cor-
" da AB, he o seu prolongamento BE. 
" E com e fre i to este angulo tem por me-
" dida metade do arco ABD intercepto 
" pelos seus lados; isto he, ~ AFB -t-
" ~ BGD : por quanto tirando a corda. 
, /ID, h e o angulo DBE == ADB + 
" DAB ( 76 ) , que respectivamente tem 
" ·por medida ~ AFB, e ~ BGD. " 

8) . P 1 oBL. Levantar huma perpet1-
dicztftn· ao ext rem,J àe huma recta , a 
~'ft al do dito extremo se não póde conti-
ntt 1". 

SLj · ~ fi& • 2 A B , a recta ; e B , o· ' 
e::..tt ':mo So-
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Solucão. Tome-se fóra da dita recta 

hum ponto C, tal , que fazendo nelle cen-
tro, e com o raio CB descr~vendo a cir-
cunferencia BEDB, esta córte a recta AB 
em hum ponto D: tire-se por este , e pe-
lo centro C o diametro DE~ e do pon-
to E, onde este encontra a 'circunferen-
cia , dirija-se ao ponto B a recta EB : 
digo' que EB h e a perpendicular pedida 
( 83). ' 

86. PRoBL. De hum ponto, dado fó-
ra de hum circulo , tirar hmna tangen-
te á circunjerencia desse circulo. 

Seja, fig. 5'3 , ABDA a circunferen-
cia do circulo; e E o ponto. 

Solução. Por elle, e pelo centro C do 
circulo, se tire a recta EC; e sobre es-
ta, como dia metro, se descreva a circun-
ferencia AEBA; a qual cortará a pri-
meira nos pontos A, e B: por cada hum 
destes , e pelo ponto E , tirem-se as re-
ctas AE, e BE: digo que qualquer des-
tas duas rectas satisfaz á questão. 

Demonstr. Tirem-se os raios CA, e 
CB : será cada hum dos angulos CAE , 
e CBE, recto ( 83 ) ; e por tanto AE 
perpendicular ao extremo do raio CA ~ 

~ 
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e BE, ao extremo do raio CB ( 20) ; 
-Logo AE, e BE são tangentes á circun-
ferencia ABDA; a saber: AE no pon-
to _/} , e BE no ponto B ( 48 ) . Logo 
qualquer dellas resolve o Problema. 

Da iguo!da~e dos triangtt!os. 

87. THEOR. Se, em dous triangulos > 
forem dous lados de hum iguaes a dous 
lados do outro, cada hum a cada hum; 
e iguaes os angulos formados por esses 
dous lados em cada hum dos triangu-
los ; os dotts tria;tguks serão iguaes. 

Sejão, fig. 54, os triangulos ABC, 
e abc ; e seja AB == âb; BC = bc ; e 
o angulo B = o angulo b: digo que o 
triangulo ABC he igual ao triangulo abc. 

Demo1tstr. Imagine-se applicado o pon-
to B no ponto b ; e gue, sobrepostos os 
planGs, se ajusta o lado BA sobre o Ia-
do l a : o poi1to A cahirá em a, por ser 
BA == ba por hy_ othçse; e o lado BC 
se ;:1j ustará s0bre o lado bc, por ser o an"' 
gulo B = o angulo b pur hypothese; e 
o F onto C cahirá em c, por ser BC :::: 
/;c tambem por hypothese. Logo tam-

bem 
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bem o lado AC se ajustará sobre o lado 
ac ; e lhe será igual , pois tem os mes-
mos extremos; por conseguinte cobrirá 
exactamente o angulo A o angulo tt; o 
angulo C o angulo c; e a área ABCA a 

.alrea abca. Logo os dous triangulos se 
~justão perfeitamente ; e por tanto sao 
1guaes. 

88. Coroll. He pois inteiramente de-
terminado hum triangnlo, todas as ve-
zes que se dão dous dos seus lados com 
o angulo formado por elles. 

89. Advert. Convem observar (e o 
mesmo· succede nas tres seguintes proposi-
ções ) que aos lados iguaes , isto he , 
aquelles, que se fazem ajustar , sobrepon-
do dons triangul.os iguaes , ficao oppos-
tos os angulos , que são respectivamente 
iguaes. Assim ao lado AB = ao lado ab, 
fica opposto o angulo C=::. o a ngulo c. 

90. THEOR. Se, em dous triangulos, 
forem dous .:mgztlos de hum igttaes a dous 
angu!os do outro, cada hum a cada hum; 
e for hum lado do primeiro igual a hum 
lado do segundo; os dous tria~tgulos ,rc-
rão iguaes. 

Sej ão, jig. ; 4, os triangulos ABC, e 
abc; 
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ahc ; e seja o angulo A== o angulo a; 
o angulo C= o angulo c; e o lado AB 
::=: o lado ab: digo gtJe o triangulo ABC 
J1e igual ao triangulo abc. 

Demonstr. Se os triangulos não sâo 
iguaes, sendo AB == ab, e o angulo A 
== o angulo a, segundo a hypothese; não 
será AC == ac; porque, sendo, está de-
monstrada a igualdade dos dous triangu-
los pelo T heorema precedente. Seja pois 
AC > ac : corte-se AD == ac; e tire-se 
BD: será o triangulo ABD igual ao trian-
gulo abc ( 87) ; e por tanto o angulo 
ABD == o angulo obc ( 89 ): mas o an-
gulo ABC he == o angulo abc, por se-
rem os dous A, e C iguaes aos dous a, 
e c, segundo a hypothese ( 7 4) ; logo 
tambem o angulo ABD ==o angulo ABC: · 
o que evidenremente he absurdo. Logo 
11ao póde AC deixar de ser == ac ; e por 
tanto he demonstrado que os dous trian-
gulos são iguaes ( 87) . 

9 I . Coroll. H e pois inteiramente de-
terminado hum triangulo, todas as ve-
zes que se dão dous dos seus angulos 
com hum lado opposto, ou adjacente 
a hum dos ditos angulos. 

92. THEOR. Se, em dotts triangu-
ios, 
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los, forem · os tres lados de hum iguaes 
aos tres lados do outro , cada hum 
a cada hum; os dous triangulos serão 
iguaes. 

Sejão , fig . )) , os triangulos .IJBC, e 
abc; e seja AB = ab ; BC = bc ; e AC 
=a c : digo que o triangulo ABC he igual 
ao triangulo abc. · 

Demotzstr. Se os triangulos não são 
iguaes , senqo AB == ab, e AC = ac , 
segundo a hypothese ; não será o angu-
lo BAC = o angulo bac; porque , sen-
do , está demonstrada a igualdade dos 
triangnlos ( 87 ) . Seja pois BAC > a; 
e delle se corte o angulo BAD = a : to-
me-se AD = AC; e tirem-se BD , e DC : 
será o triangulo ABD igual ao triangu-
lo abc; e por tanto BD = bc = BC: 
logo se ao meio de DC levantarmos hu-
ma perpendicular; esta passará tanto pe-
lo ponto A) como pelo ponto B ( 30) : 
porém isto he absurdo ( 22); logo não 
póde o angulo BAC deixar de ser = o 
angulo a ; e por tanto he demonstrado 
que os dous triangulos são iguaes ( 87). 

Se o ponto D cahisse em BC, o ab-
surdo seria logo manifesto. 

93· Coro/!. He pois inteiramente de-. 
ter 
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terminado hum triangulo , todas as ve-
zes que se dão os seus tres lados. 

94· Schol. "Ao contrario ; se tendo 
" os dous triangulos ABC, e ABD os 
" dous lados ignaes aos dous lados, cada 
" hum a cada hum, fosse o angulo BAC, 
" formado por aquelles dous lados no pri-
" meiro, maior que o angulo BAD, for-
" mado por estes dous no segundo; se-
" ria o terceiro lado BC, que he oppos-
" to ao maior angulo, maior que o ter-
" ceiro lado BD, que he opposto ao me-
" nor angulo : e reciprocamente. Por 
~' quanto a não ser maior ; seria igual , 
" ou menor: sendo igual , as perpendi-
" culares abaixadas dos pontos A, e B 
" sobre a recta DC, concorrerião no meio 
" della ; e sendo menor, necessariamen-
" te se cortariâo ( 26 ): o que he absur-
" do em ambos os casos ( 22, e 28). " 

Qganto á reciproca; segue-se desta, 
e da proposição 11. 0 87. 

95'· THEOR. Se; em dous triangulos, 
fo1'em dous lados de hum iguaes a dous 
lados do outro, cada hum a cada hum ; e 
o angulo opposto ao maior desses lados 
tarnbem igual em cada hum, dos trian-
gu!os; (}S dous triangulos serão iguaes. 

Se-



D E G E O M E 'I' R I A. 6 I 
Sejão, jig. ')) , os triangulos ABC; 

e abc; e seja AB =. ab; AC == ac, sen-
do AC > AB; e seja o angulo ABC == 
o angulo abc: digo que o triangulo ABC 
he igual ao triangulo abc. 

Demonstr. Se os triangulos não são 
iguaes, sendo AB = ab, e AC == ac, 
segundo a hypothese; não será o angulo 
BAC == o angulo bac ; porque , sendo ·, 
está demonstrada a igualdade dm; trian-
gulos ( 87). Seja pois BAC> a; e del-
le se córte o angulo BAD == a : tome~ 
se AD == AC; e o ponto D não cahirá 
em BC ( 29): tire-se BD : será o trian-
gulo ABD igual ao triangulo abc; e por 
tanto o angulo ABD ==o angulo b: mas 
he tambem , por hypothese, o angulo 
ABC == b ; logo será o angulo AB V == 
o angulo ABC: o que he manifesto ab-
surdo. Logo não póde o angulo BAC dei-
xar de ser== a; e por tanto he demons-
trado que os dous triangulos são iguaes 
( 87). 

96. Coroll. He pois inteiramente de-
terminado hum triangulo , todas as ve-

. zes que se dão dous dos seus lados com 
o angulo opposto ao maior delles. 

97. Schol. "Pó de tam bem hum trian~ 
' guio ser) ou não ser igual a outrp trian-

?' gu"! 
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" gulo, se dous lados de hum forem iguaes 
" a dous lados do outro , cada hum a 
" cada hum ' e o angulo opposto ao me~ 
" nor desses lados, tambem igual em 
" cada hum dos triangu1os. Por exemplo, 
"jig. )8, os triangulos BEF , e BEG, 
" tem o lado BE commum , e o angu~ 
" lo R, opposto ao menor lado, ta m-
" bem commum ; e póde ser EF == EG; 
" e com tudo os dous triangulos são evi~ 
" dentemente desiguaes. Pelo que fica 
" indeterminado hum triangulo, todas as 
" vezes que se dão dous dos seus lados 
" com o angulo opposto ao menor dei-
" les ; se o dito menor lado, com tudo, 
" não for igual á perpendicular, que do 
" vertice do angulo, opposto ao terceiro 
" lado , sobre elle se abaixar; porque 
" então nesse caso seria determinado : 
" mas he necessario , que não seja me-
" nor, para que possa existir triangu~ 

" lo." 

98. THEOR. Se dttas rectas para/le-
ias se cortarem com out ras duas para!~ 
/elas; as partes interceptas serão iguaú-
entre si. 

Sejâo, fig. s6, as parallelas EF, e 
. GII 

' '-
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GH, cortadas pelas parallelas LM, e 
NO: digo que AB == CD , e AC == BD. 

De11to1zstr. Tire-se a 1·ecta AD; e te--
remos os dous triangulos ABD, e ACD, 
os quaes tem hum lado commum adja-
ceme a angulos iguaes , cada hum a ca-
da hum ; isto he, DAB == ADC, por 
ser AD secante a respeito das parallelas 
AB , e CD ; e CAD == ADB, por ser 
tambem AD secante a respeito das parai-
leias AC, e BD ( 6r): logo os dous trian-
gulos são iguaes ( 90); e por tanto AB 
:::: CD ; e .A C == BD ( 8 9 ) • 

99· Coroll. Logo se aos extremos cor-
respondentes de duas rectas AB, e CD 
J?arallelas , e iguaes , se tirarem outras 
duas rectas AC, e BD ; serão estas 
duas rectas AC, e BD parallelas en-
tre si , e consequentemente iguaes. 
Porque huma vez que não fosse AC pa-
rallela a BD , tiraHe-hia pelo ponto 
A huma que o fosse; e entao cortan-
do a CD em hum outro ponto, daria 
huma parte = AB = CD , e ao mes-
mo tempo > ou < CD; o que he ab-
surdo. 

Ioo. PROBL. Comtrtti1' hum triangu .. 
lo; que te;1ha dous lodos igetaes a dua-J> 

r e_: 
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rectas dadas, cada hum a cada hmna; 
sendo o angulo por elles formado igual 
a hum angulo dado. . 

Sejâo , jig. 57 , ah, e cd, as rectas 
dadas ; e A, denote o angulo. 

Solução. Tire-se huma recta indefini-
da BC; e no extremo B faça-se o angu~ 
lo CBD =-= A: tome-se em BC huma par-
te BF igual a huma das rectas dadas, 
por ex. , ab; e em BD , a parte BE igual 
á outra recta dada cd: tire-se pelos pon-
tos E, e F a recta EF: digo que o trian-
gulo construido BEF satisfaz ás condi-
ções do Problema ( 88). 

ror . PRoBL. Constrtti1· hum triangu~ 
lo, que tenha dotts angulos iguaes a dou.! 
angulos dados, cada hum a cada hum 1 
e a somma < I 8oa; sendo o lado , ad-
jacente a estes angulos, igual a huma 
recta dada. 

Seja, jig. )7 , ah a recta dada ; e 
A, e B, denotem os angulos. . 

Solução. Tire-se huma recta ~ndefinida 
BC ; e tomando BF == ab , faça-se no 
extremo B o angulo FBD igital a hum 
dos angulos dados , por ex. , B; e no pon~ 

. -t;q 
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to F, o angulo BFE igu:Jl ao outro an-
gulo dado A ; cujo lado FE encontrará 
BD em hum ponto E : digo que o trian-
gulo construido BEF satisfaz ás condições 
do Problema ( 91). ' 

102. PRoBL. CoHst1·uir hum triangu-
lo, que tenha tres lados iguaes a tres 
~·ectas dadas, cada httm a cada hUJna;. 
smdo a sonzma de quae.rquer duas maior 
do que a terceira. 

Sejão , jig. 57 , ab , cd, if, as re· 
ctas dadas. · 

Soluc-lto. Tire-se huma recta indefini-
da BC•; e tome-se huma parte BF igual 
a huma das rectas dadas , por ex. , ab: 
f.nendo centro em B , e com hum raio 
igual a huma das outras , por ex. , cd, se 
descreva hum arco de circulo ; e fazen-
do centro em F, e com hum raio igual 
á terceira ef, se descreva outro arco, o 
qual cortará o primeiro em hum ponto 
E: tirem-se deste para os pontos F, e 
B as recras EF, e EB : digo que o tria n-
gulo construido BEF satisfaz ás condi-
ções do Problema ( 93). 

PRoBL, Construir hum tria;;gtt-
E lo 2 
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lo, que tenha dous lados iguaes a dua,r 
rectas dadas, cada hum a cada huma; 
sendo o angu!o opposto ao maior destes 
lados, igual a httm angulo dado. 

Sejão, jig. ')7 , ef, e cd, as rectas 
dadas; A, denote o angulo; e seja ef> cd. 

Solução. Tire-se huma recta indefinida 
BC ; e no extremo B faça-se o angulo 
CBD::::; A: tome-se em BD_ a parte BE == cd; e descreva-se do ponto E, como 
centro, e com hurri raio igua·l a ef, hum 
arco de circulo, que cortará BC em hum 
ponto F: tire-se por esse ponto , e pelo 
ponto E, a recta EF : digo que o trian· 
gulo construido BEF satisfaz ás condi-
ções do Problema ( 96). 

104. PHoBL. Constrttir dotts trian ... 
gulos dijfermtes, que tenhão dotls lados 
iguaes a duas rectas dadas, cada hum 
a cada httma; sendo o angulo opposto arJ 
menor destes lados/? igtta/ a hum attgu .. 
lo dado ; e o dito rne11or lado , maior 
que a perpendicular, que do vertice d(j 
a.ntulo, opposto ao terceiro lado , sobre 
el/e se abaixar.. 

Sejão, jig. 57, ab, e cd, as rec.tas 
.da-; 
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c1adas; A, denote o angulo; e seja ab > 
cd. 

Solu;ão. Tire-se, jig. 58, hurna. recta 
.Indefinida BC; e no extremo E faça-se 
e angulo CBD = A: tome-se em BD a 
parte BE = ab ; e descreya-se do ponto 
E, como centro; e com hum raio igual. 
a cd; hum arco de circulo, que cortari. 
BC em dous pontos F, e G ( 27 ) : ti .. 
tem .. se delles para o ponto E as rectas 
FE, e GE: digo que os dous triangulos 
construidos BEF, e BEG, satisfazem am· 
bos ás condi~ões do Problema ( 97 ) • 

Das linhas pruporcionau. 

IO). Dadas quatro linhas r.\ 2.a, 3·á, 
4·a; se a primeira for para a segunda , 
como a terceira he para a quarta ; as di .. 
tas quatro linhas serão proporcionaes en· 
tre si. 

Porém se a primeira for para a se ... 
gundà, corno a quarta he para a tercei-. 
ra ; então as duas primeiras serão teci· 
procamente proporcionaes ás outras duas. 
Em fin: duas linhas sao reei procamente 
proporcwnaes a duas outras , quando es ... 
tas duas occupão o lugar de meios, ou.. 

E .ii de 
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de extremos, em huma proporcao, em 
que a~ outras duas são' os extre~os , ou 
os mews. 

Se de tres linhas for a primeira pa-. 
ra a segunda , como a segunda he para 
a terceira ; ter-se-ha huma proporção con-
tínua: a segunda li nha he meia propor~ 
cional; e chama-se terceira proporcional 
o quarto termo desta proporção , isto he, 
a t~rceira linha. 

Esta proporção se tornará em huma 
progressão, todas as vezes que a primei-
ra linha for para a segunda , como a se-
gunda he para a terceira, como a tercei-
ra he para huma quarta , e assim succes-
sivamente. · 

. Em geral todas as propriedades, que 
na Arithmetica se demonstrarão sobre a 
proporcionalidade dos numeras , convem 
ás linhas , que estiverem em proporção. 
Advertimos porém , que só tratamos aqui 
das proporções geometricas ; e he esta. 
dos Elementos de Geometria a ·parte mais 
essencial. 

106. THEOR. Se sobre hum dos la-
dos de hum angulo, começando, por ex., 
do vertice, se marcarem, qua11tas par· 
tes iguaes quizermos, e da grandeza, 

que 
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que qttizermos ; e depois conduzindo por 
hum dos pontos dessa divisão huma re-
cta qualquer , até e1~cont1-ar o segundo --
lado, se tirarem pelos outros pontos da 
divisão paral!eltts a essa recta; o dito 
segtmdo lado ficara tambem dividido em 
outras tantas partes , iguaes entre si. 

Seja, jig. )9 , o angulo BAC; e so-
bre hum dos seus lados, por ex., AB, se 
marquem , a arbítrio, as partes iguaes AD, 
DG, GI, &c. : tire-se -por hum dos pon-
tos P da divisão huma recta P Q_, e pe-
los outros pontos , parallelas a P Q_ , as 
rectas DF~ GH, ]](, &c. : digo que o 
lado AC ficará tambem cortado em tan-
tas partes iguaes entre si , quantas são 
aquellas , em que foi dividido o lado AB; 
isto he, AF == FH == HK == &c. 

Demonstr. Pelos pomos D, G, I , &c. 
tirem-se parallelamente a AC as rectas 
DE, GR, IS, &c.; e serão os rriangu· 
los DAF, GDE , IGR, &c., iguaes en-
tre si, por ser AD == DG == GI == 
&c. por construcção ; e por serem iguaes 
os angulos, a que estão adjacentes estes 
lados , cada hum ao seu ( 90); isto he, 
DAF== GDE == IGR =&c.; e FDA 
_ EGD :::: RIG :::: &c. ( 6o). Logo 

se-
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será AF = DE ::;:::: GR == &c., ou AF 
== FH == HK == &c. ; pois he DE = 
FI-I; GR == HK; &c. (98). 

ro7. Coroll. Será por tanto AD: DG: 
GI : &c : : AF : FH: HK : &c. ; e 
'POr consequencia AP ( somma de todos 
os antecedentes) : AQ ( somma de todos 
os consequentes) : : AD (hum só ante-
-cedente) : AF (seu :consequente); ou como 
hum numero qualquer daquellas partes de 
AB para o mesmo numero d' estoutras 
partes de AC; por ex. :: AG: AH: : 
AI: AK : : DN : FO : : &c. 

ro8. THEOR. Se em hum triangulo 
forern quaesquer dous lados cortados por 
luma 1'ecta parallela ao terceiro; serão 
os ditos dotts lados cortados proporcio-
1talmente; isto he, será hum lado para 
o out1·o lado, como qualquer parte do 
primeiro para a parte correspo;zdente do 
segundo. E 11áo serão assim cortados, 
se a recta, que os dividir, não for pa-
ra l/ela ao terceiro. 

I. o Seja, jig. 6o, o triangulo ABC; 
e cortem-se dous lados AB , e AC por 
qualquer recta DE parallela ao terceiro 
BC : digo que AB: AC: : .A.D: AE: : DB: 
EC. . De~ 
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Demon.rtr. Porque se não está AB : 

'AC : : AD : .AE; estará como AD pa-
ra huma parte X > ou < AE. Esteja 
: : AB : X> AE ; isto he : : AD : Ar. 
Conceba-se dividido o lado AC em tan-

• ,. o 

tas partes 1guaes , quantas rorem prec1sas, 
para que hum dos pontos da di visão caia 
entre E , e r ; por ex. , em i ; e tire-se 
in parallela a BC: teremos AB : AC: : 
A1z : Ai ( 107 ) : mas tambem suppoze-
mos AB : AC : : AD : A1· ; logo .Art : 
AD: : .Jli : Ar : mas .An > AD; lqgo 
tambem Ai > Ar: o que evidentemen-
te he absurdo. Esteja pois: : AD: X< 
.JlE , isto he ·: : AD : Ar'. Conceba-se 
então dividido o lado AC em tantas par-
tes iguaes, quantas forem precisas, para 
que hum dos pontos da di visão caia en-
tre E, e r'; por ex. , em i' ; e tire-se 
i'n' parallela a BC: teremos da mesma 
fórma AB : AC: : An' : Ai': mas tam-
bem suppozemos AB: AC:: AD: Ar'; 
logo An : AD : : Ai' : Ar' : mas A1'l < 
-AD; logo tambem Aí'< Ar'; o que evi-
dentemente he absurdo. E pois não está 
AB: AC: AD : X> ou < AE; estará: : 
.AD : AE : e por tanto tambem AB- AD, 
ou DB: AC- .AE, ou EC:: AB: AC; 
isto he, .ll.B: AC: ; ./lD: .IJE : :·DB: EC. 

z.o 

( 
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• 2. o Seja o porém ,jig. 6 r , os lados AB; 
e AC do triangulo ABC cortados por qual-
quer recta DE não parallela a BC: di~ 
go que na o será AB : AC: : AD : AE. 

Demonstr. Porque se he possivel ser 
AB : AC: : AD : AE ; tirando-se pelo 
ponto D a rccta DF parallela a BC, se-
rá tambem pelo que acabamos de de-
monstrar, AB: AC: : AD: AF; e por 
tanto AF == AE : o que evidentemente 
he absurdo. Logo não he AB: AC:: AD: 
AE. 

109. Co1·oll. I.0 Reciprocamente: se 
dous lados de hum triangulo forem 
cortados proporcionalmente ; a recta, 
que os cortar, será parallela ao tercei· 
ro. E não será, se assim os não cor-
tar. 

Coroll. 2. o Todas as n~ctas , jig. 62, 
AB , AD , AE , AF, &c. , que de 
hum mesmo ponto A, tomado fóra de 
huma recta BC, se tirarem para diffe-
rentes pontos da mesma, serão corta-
das proporcionalmente por qualquer ou-
tra GH, parallela a BC. E reciproca-
mente : se quaesquer rectas AB, AD , 
&c., tiradas de hum mesmo ponto A, 
fóra de huma recta BC, forem corta-
das proporcionalmente nos pontos G:. 

I~ 
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: I, L , H, &c. ; a linha , que passar 

por estes pontos, será huma recta , e 
parallda a BC. Porgue considerando 

· successivamente os trlangulos BAD, 
BAE , BAF, &c. , teremos 

r. 0 .AB: AD:: AG: AI:: GB: ID. 
2.0 AB: AE:: AG: AL:: GB: LE. 
3·o AB: AF:: AG: AH: _: GB: HF; 

e consequentemente 
.AB : .AD : AE : AF : : AG : AI : AL : 

AR: : GB: ID: LE: HF. 
Quanto á reciproca; he tambem con-

sequencia que no triangulo BAD he GI 
parallela a BD; no triangulo BAE he 
GL parallela a BE; e assim nos mais; 
ou Gl, GL, &c. parallelas a BC: pelo 
que , e porque partem todas do mesmo 
ponto G, necessariamente devem fazer a 
mesma recta GH parallela a BC (58). 

I I I. Se h o!. " Ainda quando a recta 
n GH, parallela a BC, estivesse por ci-
" ma do ponto A, como nafig. 63; nem 
" por isso deixarião de ter lugar as pro-
" posições, que acabamos de estabele-
" cer ( 108 , e seguintes ) : por gua nto 
" tudo o que dissemos na _fig. 59, e qu~ 
'~ lhe serve de base, tem igual applica-
" ção a respeito d ' S parallelas, gue cor-
~-' tarem as rectas BA, e C..!l , que for-

'' mão 
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~' mão o angulo BAC, continuadas do 
,, vertice. " 

I 12. THEOR. Se huma recta dividir 
em dttas partes iguaes hum dos angulos de 
hum triangulo ; divirá o !a de, que fica op-
posto ao dito tmgulo , em duas partes pro-
porcionaes aos lados correspondentes. 

Seja, fig. 64, o triangulo AEC; e 
divida-se pela recta AD em duas partes 
iguaes o angulo B..liC: digo que BD : 
DC::AB:AC. 

Demo11str. Tire-se pelo ponto B a rec-
ta BE parallela a AD, até que encon-
tre em hum ponto E o lado CA, conti-
nuado: será o angulo EBA = o angulo 
BAD ( 6 r ) ; e o a ngulo BEA = o a n-
guio DAC ( 6o ); e por ser BAD = DAC 
por construcção, rarnbem EBA = BEA; 
e por ísso AE = AB ( 78 ) : ora temos 
que he BD : AE : : DC: AC ( ro8 ) ; lo-
go substituindo AB em lugar de AE, e 
alternando , virá BD : DC: : AB : AC 

Dos triangulos .!'imilhantes. 

I I 3· Duas figuras são similhantes Y 

qt1an-
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quando , tendo o mesmo numero de Ia-
dos , são os angulos de huma respectiva-
mente iguaes aos angulos da outra , e pro-
porcionaes os lados, que em huma , e ou-
tra ficão adjacentes aos angulos iguaes ; 
e que se chamao lados homologas. 

Estas duas condições da sirnilhança 
das figuras estão nos triangulos ligadas 
de tal maneira, que basta que huma del-
las se verifique , para que se siga irnme-
diatamente a outra, e os triangulos sejâo 
sirnilhantes. Assim o veremos nos Theo-
remas seguintes. 

I I4· THEOR. Se , em dous triangu-
Jos , forem clous a1zgulos de hum iguaes 
a clous angu!os do outro, cada hum a 
cada hum ; e por consequencia o tercei-
ro igual ao terceiro ; os dotts triangu-
los terão os lados homologas proporcio-
naes; e consequentemente serão simi!han-
t es. 

Sejao, jig. 6'5, os triangulos ABC, 
e abc; e sejão os angulos A= a ; B = b ; 
e logo C==c : digo que AB: ab :: AC : 
a c: : BC : bc ; e por consequencia o trian-
gulo' ABC similhante ao triangulo abc. 

Demonstr. Sobre qualquer lado de hum 
dei-
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delles, por ex. , sobre o lado AB do trian-
gulo ABC, continuado , se for necessario, 
tome-se huma parte Ab' igual ao lado ab , 
<JUe lhe he homologo ; e pelo ponto b' 
tire-se b' c' parallela a BC: será o trian-
gulo Ab' c' igual ao triangulo abc ( 90) ; 
e por tanto b'c' == bc. Tire-se por c' a 
Te c ta c' d pa rallela a AB : será Bd == b' c' 
( 98 ) . Isto posto , como , por ser b' c' pa-
rallela a BC, h e AB : Abi : : AC : Ac' 
( ro8); e da mesma fórma AC: Ac':: 
BC: Bd, ou b'c', por ser c'd parallela a 
.AB; será AB: Ab', ou qb: : AC: Ac', 
ou ac : : BC: b'c', ou bc. Logo os dous 
lriangulos ABC, e abc, cujos angulos são 
respectivamente iguaes , tem os lados ho-
mologas proporcionaes; e por tanto são 
similhante~. 

I r ) . Coro!!. !. 0 Logo se em qual-
quer triangulo rectangulo ABC ,jig. 66, 
se abaixar do vertíce A .do angulo re-
cto huma perpendicular AD sobre a 
hypothenusa BC; esta perpendicular di-
vidirá o triangulo em outros dous ABD, 
e ADC, similhantes ao total , e por 
conseguinte entre si: e por isso será a 
dita perpendicular meia proporcional 
entre os segmentos da hypothenusa: e 
cada hum dos lados do angulo rec~o, 

me1a 
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meia propbrcional entre a hypothe~u
sa , e o segmento correspondente. Com 
e.ffeito o triangulo ABD, e o total ABC, 
são ambos rectangulos, e tem hum an-
gulo commum em B : e da mesma sor-
te ambos rectangulos, e com hum an-
gulo commum em C, o triangulo ADC, 
e o total ABC. Logo os dous ABJ), 
e ADC são similhantes ao dito ABC, 
e por conseguinte similhantes entre si. 
Logo comparando os lados homologas 
dos triangulos parciaes, e depois suc-
cessivamente os de cc;.da hum destes 
com os homologas do total; observan~ 
do que h e o angulo .BA D = C , e D .IJ.C == .B ; resultará 
.BD: AD: : AD: DC; BC: AB :: 
.liB : BD ; e BC: AC : : AC : DC. 

I r6. Coroll. 2."' São tambem simi-
lharttes dous tri angulos. 
1.0 ~1ando tem os lados paralldos. 
2.0 ~!ando os lados de hum são per· 
pendiculares aos lados do outro ; ou o 
são, continuados. Porque, em ambos 

• os casos , os. angulos dos dous trian-
gulos são respectivamente iguaes ( 63, 
e 64). 
·II7. · Coroll. 3.0 Qyaesquer rectas, 

jig. 62, .A/3, ..I!.D, ./JE, &c., que de 
hum 
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hum mesmo ponto A, tomado fóra de 
huma recta BC, se tirarem para dif.-
ferentes pontos da mesma , cortaráó 
qualquer outra GH, parallela a BC 1 

em partes taes , que terão entre si a 
mesma razão , que tem as partes cor• 
respondentes de BC; isto h e , será BD : 
GI:: DE: IL:: EF: LH:: &c. 
Porque os triangulos ABD , ADE , 
AEF, &c. , são similhantes aos trian ... 
gulos 4GI, AIL, ALH, &c., cada 
11Um a cada hum; e por isso BD: GI: : 
AD : AI : : DE: IL: : AE: 4L : : 
EF: LH: : &c.: e tirando desta serie 
de razões iguae~ aquellas, em que en-
trao as partes das linhas BF, e GH, 
virá BD: GI:: DE : IL:: EF: LH: : 
&c. 

r r 8. THEOR. Se, em dous triangulos, 
forem dous lados de hum proporcionaes 
a dous lados do outro , cada hum a ca-
da hum ; e iguaes os angulos formados 
por esses dous lados em cada hum dos 
triangufos ; os doui triangulos serão si-: 
milhantes. 

Sejâo, jig. 67, os triangulos ABC , e 
abc ; e seja .AB: ab : : AC: ac; e o an~ 

gt.J~ 
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gulo A == o angulo a: digo que o trian"' 
guio ..ll.BC he similhante ao triangulo abc. 

DemotJ.rtr. Se os tríangulos não são si-
milhantes, sendo A== a ; não será o an-
gulo ABC = o angulo 7:; ; porque, sen-
do , está demonstrada a similhança dos 
t ríangulos pelo Theorema precedente. Sej a 
pois ABC > b ; e clelle se corte o an-
gulo ABD = b: será o tríangulo BAD 
simílhante ao triangulo bac (I r4 ); c por 
ta nto AB: ab : : AD : ac: mas tambem, 
por hypothese, AB : ab : : AC: ac; logG 
AD : ac : : AC: a c; e por isso AD = 
AC : o que evidentemente h e 2 bsmdo. 
Logo não póde o angulo ABC cleixar de 
ser = b; e por tanto he demonstrado que 
os dons triangulos são similhantes (I 14 ). 

1 19. THEOR. Se, em dotu triangttlos; 
f orem os t;-es lados de hum proporcio-
naes aos tres lados do outro, cada hztm 
a cada hum ; os dou.r, triangulos será(} 
similhantes. 

Sejâo, jig. 68 , os triangulos ABC; 
e abc ; e seja AB : ab : : AC: ac: : BC : 
bc : digo que o triangulo ABC he simi-
lhante ao triangulo abc. 

Demonstr. Se os triangu~os não sâa 
Sl•. 
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similhantes , sendo AB: ab : : AC: a c; 
na o será o a ngulo BAC == o angulo a ; 
porque , sendo ~ está demonstrada a simi-
lhança dos triangulos pelo Theorema pre-
cedente. Seja pois BAC > a; e delle se 
corte o angulo BAD =: a : tome-se AD 
:::= AC; e tire-se BD : será o triangulo 
.ABD similhante ao triangulo abc ( 1 I 8 ) ; 
e por tanto AB : ab : : BD : bc : mas tam-
bem, por hypothese, AB: ab:: BC: bc; 
logo BD: bc : : BC: bc; e por isso BD 
:::: BC: o que he absurdo, por quanto, 
sendo por construcção AD = AC, h e BD < BC ( 94) . Logo não póde o Rngulo 
BAC deixar de ser=: a; e por tanto he 
demonstrado que os dons triangulos são 
sirnilhantes ( I I 8 ) . 

120. THEOR. Se, em dous triangulos) 
forem dous lados de hum proporcionaes 
a dous lados do outro, cada hum a ca-
da hum ; e o angulo opposto ao maior 
desus lados , igual em cada hztm dos 
triangulos; os dotts trianguloJ serão si· 
7túlhantes. 

Sejão, jig. 68 , os triangulos ABC, 
e abc; e seja AB : ab : : AC: ac, sendo. 
.dC > AB; e seja o angulo . ABC == o 

an· 
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angttlo abc : digo que o triangulo ABC 
he similhante ao tiiangulo abc. 

Demonstr. Se os triàngulos nao sao 
similhantes, sendo AB: ab :: AC: ac; 
não será o angulo B.AC = o angulo a ; 
porque, sendo, está demonstrada a simi-
lhança dos triangulos ( I r 8). Seja pois 
BAC >a, e delle se corte o angulo B.AD 
:::::: a : tome-se AD = AC; e o ponto D 
nao cahirá em BC ( 29 ) : tire-se BD : 
será o triangulo .ABD similhante ao trian-
gulo abc; e por tanto o angulo ABD == 
o angnlo b ( I I 3) : mas he tamberu, por 
hypothese, o angulo .ABC = b ; logo se-
rá o angu1o ABD = o angulo ABC: o· 
CjUe he manifesto .absurdo. Logo nao pó-
de o angulo BAC deixar -de ser == a ; e 
por tanto he demonstrado que os deus 
triangulos são simHha ntes. 

I 2 I. Schol. " Pó de tambem hum trian-
,., gula ser, ou não ser ·similhante a ou-
'' tro triangulo , se dous lados de hum· 
" forem proporcionaes a deus lad'os do 
" outro, cada hum a cada hum , e o 'an-
" gula opposto ao menor desses lados ; 
" igual em cada hum dos triangulos. · 
" E assim deve ser , para que se satis-
,, faça ao 11. 0 97· " 

E ,122~ 
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!22. PRoHL. Dividir huma recta da..; 

·àa em partes taes, que tenhão entre si 
certas t·azões dadas. 

, Seja, fig. 69, AB a recta , que se 
quer dividir, por ex., em tres partes, que 
estejão entre si , como 4 : 3 : 2. 

Solução. Tire-se pelo ponto A hu-
ma recta qualquer AZ, indefinida; e som.: 
mando os tern:os dados 4, 3, 2, marquem-
se nella igual numero de partes iguaes, 
a saber, 9, neste caso, da grandeza, que 
quizermos, AC, CD, DE, &c. : tire-se 
pelo ponto B , e pelo ultimo M da di-
visão , a recta BM ; e pelos pontos I 
(o 7.0

), e F(o 4- 0
), as rectas IO , e 

F N parallelas a BM : digo que AB es-
tá dividida nos pontos N, e O, em tres 
partes AN, ,}lO , OB, como se pedia ; 
is to he, AN: NO: OB:: 4: 3: 2 (ro6). 

Vê-se pois o que se faria, se se qui-
zesse dividir a recra dada em hum cer-
to numero de partes iguaes. 

Se aquellas razões , em vez de se--
rem expressas por numeras, se dessem em 
linhas; marcar-se-hião successivamente as 
suas grandezas sobre a indefinida AZ, 
tomando , por ex. , de A para Z huma 
grandeza AF = r.a ; de F para a mes-. 

ma. 
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ma parte , huma grandeza FI== 2." ; 
<e finalmente de I para Z huma grande~ 
'Za IM == 3·a : então as rectas MB , 
10 , e FN, que pelos pontos LVI., I, e 
F se tirassem, como acima fizemos, di-
vidiriâo a linha dada na maneira pedida. 

123. Schol. I.0 "Qpando as partes 
" da linha, que se pretende dividir , de~ 
" vem 'Ser muito pequenas , ou he mes-
" mo muito pequena a dita linha ; o mais 
" leve defeito no tirar as parallelas, in-
" fluiria muito sobre a igualdade , ou 
., desigualdade das partes ~ he por isso 
" que então procederemos da m~neira 
" seguinte. " 

Seja ,jig. 70 , aba r ecta, que se quer 
dividir , por ex. , em seis partes iguaes. 
Construa-se sobre ella o tr.iangulo equila~ 
te ro aCb , desc revendo dos pontos a , e 
b , como centros , e com hum raio ieual 
:a ab, dous arcos de ·circulo , que se cor-
t aráô em hum ponto C, &c. Sobre .Ca ; 
prolongado indefinidamente, marquem-se 
seis partes iguaes ·da grandeza ' -que qui~ 
Éerrnos ; e seja CA a linha , que contém 
-essas seis partes: tome~se sobre Cb , tam~ 
b em prolongado, a parte CB =: CA.; e 
tire-:se .AB ; será AB parallel a a a b ; por-
sue sendo CA ----:- CB , e Ca == Ch, he 

F ii CA : 
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CA: CB : : Ca : Cb ( 109) . Faça-se país 
centro em A, e com os raios AD, AE, 
AF, &c. , se descrevão arcos , que cor· 
taráó AB em outras tantas partes iguaes : 
do ponto C dir~jão-se rectas aos pontos 
da divisão de AB: estas rectas cortaníó 
ab do mesmo modo que se tem cortado 
A.B ; isto h e , em seis partes iguaes ( 1 I 7) . 

124. Schol. 2. c "A divisão das rectas 
" em partes iguaes he o fundamento da 
" constmcção das Escallas, que servem 
" de reduzir huma figura de grande a 
" pequena. A mais commoda de todas 
" em~ hum grande numero de operações 
" he, a que se chama Escalfa de dizi-
" ma. Eis-aqui a sua constmcção. " 

Nas extremidades A, e B da linha 
'AB ,jig. JI , que se pretende dividir em 
roo partes iguaes, levantem-se as perpen-
diculares AC, e BD , sobre cada huma 
das quaes se marquem ro partes iguaes 
da grandeza , que quizermos : tire-se en-
tão CD; e dividindo AB em ro partes 
iguaes, marquem-se estas sobre CD. Isto 
feito, conduzão-se as transversaes , como 
se vê da figura ; e tirem-se rectas peloS' 
pontos correspondentes da divisiío de AC, 
e BD , que serão outras tantas parallelas 
a AB. Não obstante pois AB estar s4 

di-: . 
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'dividida em ro partes iguaes , com tudo 
querendo tomar-se 1mm numero qualquer 
das roo, em que ella pôde ser cortada , 
por ex., buscando-se 47 centesimas ~:ar· 
tes de AB ; eu tomo sobre a recta tira-
da pela 7.a divisão a parte 7H, que vai 
desde CA até a transversal, que passa pe-
lo n. 0 40; e será 7H == o, 47· AB. 
Com effeito os triangulos similhantes C7v, 
e CAt-:, dão Cd : C7 : : Ax : 7v; isto he, 
IO : 7 : : /o AB : 7V == 7~o AB. Ora vH 
::= o , 40 AB ; logo 7v + v H, ou 7 H 
=o, 47 AB. 

I2). PRoBL. Achar huma quarta pro .. 
porcional a tres rectas 'dadas. 

Sejão ,jig. 72, ab, cd, ef, as rectas 
dadas. 

Solução. Tirem-se ,jig. 69 , 'dnas linhas 
indefinidas AZ, e AB , que fação hum 
angnlo qualquer; e tome-se sobre .AZ de 
A para Z huma parte AF == ab, e hu-
rna parte AI::::: cd; e da mesma fôrma 
sobre AB de A para E huma parte AN = ef: tire-se F.Z'v, e parallelamente a F N 
pelo ponto I se conduza IO ·até encon-
trar AB : digo que AO he a quarta pro-
porcional pedida. 

De-: 
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Demonstr. Com effeito .AF, ou ab =' 

'AI, ou cd:: AN, ou ef: AO. 
Este mesmo Problema se pá-de resol .. 

'Ver d~estoutra maneira. 
Depois de haver tomado sobre a li-. 

nha ·.indefinida AZ hum:::: parte AF = ab > 
e hur,na parte AI== cd; tire-se pelo pon-
to f huma outra qualquer Fn indefinida-
meote , sobre a qual se corte a parte Fn 
~ ef; e tire-se a recta Anb ; e pelo pon~ 
to I a recta I(} parallela a FN: sera es-
ta lo a quarta proporcional. Por quan ... 
to AF, ou ab : AI, ou cd : : Fn, ou 
ef: lo. 

I ~6. Schol. "Sem differença alguma 
" do que acabamos de praticar, achare-
" mos huma tercei~a proporcional a duas 
'"' rectas dadas; observando que esta he 
,, o quarto termo de huma proporçao , 
, em que a segunda das duas linhas · da-
n das h e cons~quente na primeira razão, 
H e ant.ecedente na segunda." 

J)as linhas propurcionae.r co1tsidr:radas 
no circulo. 

127. THEOR. Se duas cordas- se cor-
tare_m em hum circulo;- cortar-se-hão em. 
razão reciproca; isto he. , será!!. os se--

gmen-; 
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gmentos de huma reciprocamente propor-r: 
tionaes aos segmentos da or.ttra. 

Sejâo, fif!:· 73, as cordas AB, e DE; 
que se cortão no ponto F : digo que AF : 
EF:: DF: BF. 

Demo'ftstr. Tirem-se as rectas AD , e 
BE : e teremos os triangulos AFD, e BFE 
similhantes, por serem os angulos AFD 
== BFE, e EBF == ADF (81): logo 
será AF: EE:: DF: BF. 

128. Coroll. Segue-se pois: que toda 
a perpendicular DF, jig. 7 4 , que de 
hum ponto qualquer D da circunfe-
rencia de hum circulo se abaixar so-
bre o diametro , será meia proporcio-
nal entre os segmentos do dito dia-
metro. Porque ·então he DF ::= EF 
( 38). 

129. PROBL. Achar huma meia-pr~· 
porcionat entre duas rectas dadas. 

Sejâo, jig. 7'5 , ab, e cd as rectas 
dadas. 

Solução. Tire-se huma recta indefini-
. da ..llZ: marquem-se nella de A para Z 
as partes _(}.F== ab , e FB ::= cd : levan-
.te-se no poJttO F h uma perpendicular FD ; . 

e 
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e sobre .AB, como dia metro, se descre.;; 
va a semi-circunferencia .ADB , a qual 
cortará em hum ponto D a perpendicu-
lar FD: digo que DF he a meia-pro-
porcional pedida ( !28 ) . 

r 30. TnEoR. Se de hum mesmo pon-
to fóra de hum circulo se tirarem hu-
ma secante, que termine na parte con-
ca'Va da ci;·crmferencia, e huma tangm-
te, qtte termine 110 ponto do contacto; 
sérá a ta1zgente meia-proporcional entre 
a secante , e a parte exterior da mes-
ma seca1zte. 

Sejâo , .fig. 76, a tangente .AD, e a 
:o;ecante AB tiradas do mesmo ponto A 
fóra do circulo CBDEB: digo que .AB: 
AD : : AD : .AE. 

Demottstr. Tirem-se as rectas BD, e 
DE ; e teremos os triangulos .ABD , e 
ADE similhantes , por terem o angulo 
em A commum , e ser o angulo ABD == 
o angulo ADE ( 8 r): logo será AB : 
.AD : : AD : AE. 

13 r. Coroll. Por guanto tirando do 
mesmo ponto A qu:1lquer outra sec:m-
te AG , teremos da mesma sorte AG: 
AD:: AD! AF; e desta, e da. pre~ 

c e~ 
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cedente proporçao resulta AD = AG 
X AF == AB X AE; donde AG : AB: : 
AE : AF; segue-se que duas secantes 
quaesquer, sendo tiradas de hum mes-
mo ponto fóra de hum circulo, e ter-
minando na parte concava da circun-
ferencia, serão reciprocamente propor-
cionaes ás suas partes exteriores. 

5'3· PRoBL. Dividir huma recta da-
da em media , e extrema razão. 

( Assim se diz dividida huma recta , 
quando, sendo-o em duas partes desiguaes, 
he a maior meia proporcional entre a me-
nor , e a di ta recta. ) 

Seja , fig. 77 , AB, a recta. 
Soluçao. Em hum dos extremos, por 

ex., B, levante-se huma perpendicular , 
na qual se tome a parte BC == ~ AB ; e 
fazendo ,centro em C, e com o raio BC, 
se descreva o circulo CBEDB: tire-se pe-
lo ponto A, e pelo centro C, a recta 
ACD, que termine na parte concava da 
circunferencia em o ponto D ; e por meio 
de hum arco descripto do ponto A, co -
mo centro , e com o raio AE , se corte 
AB em hum ponto .F : digo que AB fi-

ca-
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e ará cortada em media , e extrema ra-
zão. 

Demonstr. Com effeito, por ser .AD 
secante, e .!:l.B tangente, pois AB he per-
pendicular a CB ( 48 ) ; e tiradas ambas 
do mesmo ponto A fóra do circulo; te· 
remos AD : AB : : AB : AE ; e conse-
quentemente AD - AB : AB : : AB -
AE : AE. Ora he AB = 2. CD por 
construcção , = ED ; e he AE == AF, 
tarnbem por eonstrucção ; será AD -:- AB 
== AF; e AB- AE == FB; e logo por 
substituição, AF: AB :: FB : AF; ou 
.;J,B A.F : : AF : FB. 

Dos polygonos. 

r33. Chamao-se polygo1-zos as figuras 
terminadas em hum plano por linhas re-
ctas ; cada huma das quaes se diz lado 
do polygono; e consideradas juntas, pe-
rímetro. Cencorrendo 'duas a duas , el-
las form~o o polygono com tantos an-
gulos, quantos são os seus lados. Se to-
dos os lados são ignaes , e os angulos 
tambem ig~aes; diz..,se que o polygono 
he regular. 

O mais simples de todos os poly-
gono~ he o que tem tres lados ; e que 

se 
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se nomea , como já dissemos , triangulo ~ 
tambem se diz trilatero. 

Qy:wdo o polygono tem quatro . la-
dos, chama-se quadrilatero : cinco, pen-
tagono : seis, hexagono: sete, heptago110 : 
outo , octogono : nove , e1meagono : dez , 
decagono : &c. 

Em hum polygono se diz que hum 
angulo he reintrante, ou salimte , quan-
do os lados do dito angulo, sendo con-
tinuados do vertice, podem , ou nâo, en-
trar dentro do polygono. Assim na fig. 
78, o angulo ABC he saliente, e DEF 
reintrante. 

A recta , que de hum angulo se ti-
ra para outro angulo em hnm polygono , 
chama-se diagonal. 

I 34- THEOR. Se em qualquer poly-
gono se tirarem diagonaes; a Jaber, de 
hum anf!,ulo para outro angulo, e que 
separe hum trian.gu!o, e d'estoutro pa-
7a outro, e assim successivamente; o 
polygono ficará dividido em tantos trian-
gulo, quantos são os lados do dito po-
lygono menos dous. 

Seja,jig. 79, o polygono ABDFHGEC; 
e tirem-se as dia,gonaes BC, CD, DE, 

EF 
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EF, FG f digo que o polygotJO fica di~ 
-vidido em'-Lantos triangulos, quantos são 
os seus lados menos dous. 

Demonstr. Porque: as duas diagonaes 
extremas BC, e FG, separão dons trian-
gulos, em que entrâo quatro lados do po-
lygono ; a saber, dons lados em cada 
Jmm; fica-ndo comprehendidos entre os 
ditos triangulos outros tantos, quantos são 
os lados , que restao , do pol ygono , os 
quacs lados pertencem cada hum ao seu 
triangulo; de sorte que, se n denotar o 
numero dos lados do polygono, teremos 
pela primeira , e pela ultima diagonal 
dous triangulos; e pelo numero dos la-
dos, que restão, ( n -4) triangulos; is-
to he, o numero total dos triangulos, em 
que fica dividido o polygono, será (n- 4) 
-i- 2 = n - 2. Logo &c. 

I3)· Corotl. I. 0 A somma dos valo-
res de todos os angulos internos de 
qualquer polygono vale tantas vezes 
r 8oo, quantos são os seus lados me~ 
nos dons. Porque he evidente que a 
somma dos ditos angulos he a mes-
ma, que aquella de todos os angulos 
dos triangulos, em que está dividido 
o polygono: e pois os tres angulos de 
hum triangulo valem juntos r8o0

; lo .. , 
. go 
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go deve-se tomar tantas vezes I 8o0

; 

quantos forem os ditos triangulos; is-
to he, ( n --::!.) 180°. 

(n- 2) 180° 136. C01~oll. 2.0 Logo 
11 

hc o valor de qualquer dos angulos de 
hum polygono regular. 

I37· Schol. "Para que , o que disse-
" mos no n.0 I 35', se estenda a todos os 
" polygonos ; convem observar naqud-
'' les , que tem angulos reintrantes , co-
" mo he ~ por ex. , o angulo FED na 
"jig. 78 ; que se não deve entender cs-
" re, como interno do polygono; mas o 
" que lhe falta para 360° ; a saber, a 
" somma dos angulos FEA , AEB , e 
" BED. " 

q8. ,!HEO'R. Se em qualque1~ po~1·go
no, que 11ao tem cmgulo reintrante, se pro-
/ongctrern todos os seus lados em o mesmo 
Jeí:tido; a somma de todos. os angulos e:..:-
tenws valerá sempre 360" ; isto he, se-
r·á a somma dos sttpplerne7ttos dos ang;tt- -
los internos do polygolio == 360°. . 

Seja , jig . .8o, o polygono ABCDE; 
e prolonguem-se no mesmo sentido os la~ 
·:dos AB ? BC J CD ) &c. , como mostra. 

a 
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a figura : digo que a somma de todos os 
angulos externos , isto h e , F .AB + GBC 
+ HCD + &c. == 360° 

Demonstr. Por quanto a somma de ca-
da hum angu.lo interno BAE do polygo-
no com o seu externo BAF vale sempre 
180° ( 19), valení a somma de todos os 
angulos internos com a de todos os ex-
ternos do polygono tantas vezes r8o0

, 

quantos forem os lados do mesmo poly-
gono: mas a somma de todos os internos 
differe desta somma total em duas vezes 
18o", ou 360° ( 135') ; logo a somma de \ 
todos os externos va lerá os 360°. E vê-
se que he a somma dos supplementos dos 
a ngulos internos do pol y gono. 

139· THEOH. Se por meio de linhas 1·e-
ctas se dividirem em duas partes iguaes 
todos os angulos de httm polygono regu-
lar; essas rectas concorreráõ todas em 
hum mesmo ponto de;ztro. do polygo;zo; e 
o dividiráõ em tantos t1·iangttlos isosce-
les iguaes , qttantos forem os lados do 
mesmo polygono. 

Seja , jig. 8r , o polygono regular 
.llBDEFG ; e por meio das rectas Aa, 
Bb , Dd, &c. , di vidão-se en .. 1 duas par~ 

tes 
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tes iguaes os angulos GAB, ABD, BDE, 
&c. , cada hum por cada huma : digo 
que estas rectas concorreráó todas em hum 
mesmo ponto C dentro do polygono; e 
o dividiráó em tantos triangulos isosceles 
jguaes , quantos são os lados do mesmo 
polygono. 

Demo1zstr. Pois o angulo GAB he :=: 
ABD (I 33); e cada hum delles < r8o0

; 

as suas metades aAB, e ABb tambem 
serão iguaes , e cada huma < 90°: pe-
lo que as rectas Aa , e Bb concorreráô 
em hum ponto C (59); e farão o trian-
gulo ACB isosceles ( 78): da mesma sor-
te se mostrará que tambern Bb, e Dd 
concorreráó ~ e farão outro triangulo isos-
celes, e assim os mais; e por tanto fi-
caráõ formados tantos triang~Jlos isosce-
les , quantos são os lados do polygon.o. 
Mas cada hum de::.tes triangulos tem res-
pectivamente hum lado i9J1al a hum Ia-
do, que são os lados do polygono, ad-
jacentes a anguLos iguaes, que são as me- / 
tades dos angulos do mesmo polygono , 
por ser este regular ; logo tod.os os di-
tos trtangu1os isoscel.es serão iguaes en-
tre si ( 90 ); e por tanto AC == BC se-
rá :=: DC == EC, &c. : .e p.or isso, c 
.Porque a- cada dous triangulos contiguos 

h e 
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he h uma destas rectas lado catnmum; 
concorreráó todas no mesmo ponto C den-
tro do polygono. Logo &c. . 

140. Coroll. 1.0 As perpendiculares 
Cm, Cn, Ch, &c. , abaixadas do pon-
to C sobre os lados AB, BD, DE, 
&c. , serão iguaes entre si. O ponto 
C chama-se centro do polygono; qual-

. quer das rectas CA, raio; e as per-
pendiculares Crn , Cn, &c., apothemas. 

141. Coro li. 2. o Póde..:se pois sem-
pre a qualquer pol ygono regular cir-
cunscrever hum circulo ; o qual terá o 
mesmo centro, e raio do polygono. 
E tambem inscrever hum circulo ; do 
qual..será raio o apothema, e centro o 
mesmo do polygono. · 

142. Co voll. 3·0 Iod,os os angulos 
ACB , BCD, &c. , iormados no cen-
tro do polygono regular por dous raios 
tirados aos extremos de hum mesmo 
lado ~ são iguaes entre si: e pois a 

3600 
som ma de todos h e 3 6o0 

, será -- o 
. 11 ' 

valor de cada hum delles; denotando 
n o numero dos lados. 

143. Coro!!. +o Logo o angulo ACB; 
no centro de hum hexagono regular, 
he de 6oo : e por isso qualquer lado; 

.liB 
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AB do dito hexagono, igual ao raio CA 
do mesmo, ou do circulo a elle circuns-
cri pto. Porque a som ma dos dous an-
gulos C.AB, e GBA será de !20°; e por 
tanto cada hum delles de 6o0

, por se-
rem iguaes entre si: logo h~ equiangu-
lo o triangulo ABC; consequentemen-
te equilatero ; e por isso AB == CA. 

Dos poJygonos i11scriptos , e circunscri-
ptos ao circulo. 

144. PHOBL. l 1tscripto em hum; cir-
&ulo hum pot gono regular ; i1tscrever 
hum out ro tambem reg ular, cujo nume-
ro de lados seja duplo do nume;r,o dos 
la_dos do primeirq. · - . 

Seja , jig. 82 , o circulo CABDA ; 
e sejão AB, BD, &c. , os lados do po-
Iygono inscripto. 

Solução. Dividão-se pelo meio nos pon-
tos F, G , &c. , os arcos AB , BD , &c. 
( 42 ) : tirem-se as cordas AF, FB, BG , 
G D, &c. : digo que estas cordas forma-
ráó o polygono pedido. ' 

Demonstr. Porque sendo AB , BD, 
&c • ., lados d~ hu!l1 p9lygono regular , se-

G râo 
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.rão iguaes os arcos AB, BD, &c. ( 40); 
e por consequencia iguaes as cordas das 
metades desses arcos ( 39) ; isto he, _//..F 
== FB = BG == GD =&c.: ora estas 
cordas formão o polygono AFBGD, &c., 
cujos angulos AFB, BGD, &c., são tam-
hem iguaes , por serem iguaes os trian· 
gulas AFB ~ BGD, &c. C 92-) ; logo el-
le he regular ; e de duas vezes tantos 
lados, quantos são os do primeiro, por 
quanto a cada hum lado AB do primei--
ro correspondem dous AF, e BF no se-
gundo. 

I4)· PRoBL. Inscrever em hum cir· 
cu lo hmn polygono regular de 4, 8 , I 6, 
&c. lados. ; 

A questão se reduz a inscrever pri-
n1eiro o de 4 lados ; porque todos os ou-
tros se vão depois formando por mt>io 
deste, conforme acabámos de ensinar no 
Problema antecedente. 

Seja pois,fig. 83, o circulo CADBEA, 
em que se pretende inscrever hum qua-
drila tero regular. 

Solução. Tire-se hum diametro AB; e 
perpendicular a este o diametro DE ; e 
pelos pontos .A,_ D, B , E, em que eL ... 

les 
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1es encontrão a circunfetencia ,' -as rectas 
AD, DB i BE, E .li: digo que estas gua ... 
tro rectas formaráô o guad~ilatero pedido. 

Demonstr. Porque ~endo AB, e DE 
dous diametros , e perpendiculares entre si 
por constí'ucçâo, serão iguaes os arcos AD, 
DB, BE, EA; e consequentemente iguae~ 
as rectas AD, DE, BE, EA; isto h e , o~ 
lados do quadrilatero ADBE: ora os seus 
a ngulos ADB, DBE, BEA, E .IIB, são 
tambem iguaes, por serem rectos ( 83 ) ; 
logo o guadrilatero ADBE he regular. 

146. PROBL. Inscrever em hum cir-
culo hum polygono regular de 3, 6, 12, 
&c. fados. 

Reduz-se a quest:ío a inscrever pri~ 
meiro hum hex gono regLilar. _ 

Seja, fg. 84., o circulo C.IIBDEA. 
Solucão. Fazendo centro em hum pon-

to qua fquer .li _ da cit'c~mferencia , e con1 
hum raio igual ao do cir ~. ulo, se descre-
va hum arco, o qual corte a circunferen-
cia em hum ponto B : deste ~ como cen-
tro , e com o mesmo raio , se descreva 
(lutro arco, que corte tamben a circun-
ferencia em hum ponto D; e assim suc-
{;esúyamente : tirem-se depois pdos pon· 

G ii tos 
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tos das divisões as cordas AB, BD, &c. ·: 
rligo que estas cordas formaráõ o hexa-
gono pedido ( 143). 

Para se inscrever o triangulo equila-
tero , se procederá da maneira seguinte. 

Depois de ter inscripto os dous la· 
'c:los AB, e BD do hexagono regular, ti-
re-se pelo ponto E o diametro BE ; e 
pelos pontos A, D, E , as rectas AD , 
DE, EA: digo gue estas tres rectas for~ 
maráó o triangulo pedido. 

Demo11str. Porque sendo BE diame-
tro, seráõ os arcos- BAE, e BDE, cada 
hum de I 80° : mas cada hum dos arcos 
.AB, e BD , he de 6o0

; logo cada hum 
........... ,..--_ ~ 

rlos tres AE, DE, e AD, será de r2o0
; 

e por tanto sendo iguaes , serão iguaes 
as suas corda~ AE, DE, e AD; isto he, 
os lados do triangulo AED. Logo elle 
he equilatero. 

I47· PRoBL. Inscrever em hum cir· 
culo hum pol),go11o regular de'), ro, 20; 
&c., lados. 

Reduz-se a questão a inscrever pri· 
meiro o decagono regular. 

Seja , .fig. 85' , o circulo GABA. - so~ 
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Solução. Divida.-se o raio CA no pon~ 
to E em media, e extrema razão ( 1 3 2); 
e inscreva-se a corda AB :=. CE , maior 
segmento : digo que AB he o lado do 
decagono regular. 

Demonstr. Tire-se a recta EB , e o 
raio CB. Por ser AC: CE:: CE :·AF.; 
e CE :=. AB; remos AC: AB: : AB : AE: 
logo os triangulos ACB , e ABE são si· 
milhantes ( I I 8 ) ; e por tanto ABE = 
ECB , e AEB == CAB , e logo EB . :=. 
AB C 78) == CE por constmcção ; e por 
consequeucia ECB == EBC ( 77 ) ; e por 
isso ABE == EBC ; d'onde ABC == . 
2. ACB ; e tambem BAC == 2. ACB: mas 
CAB -t- ABC + ACB := 180° ( 71) , 
ou 2. ACB + 2. ACB + ACB == r 8o"; 

180° 
logo ACB == -- == 3 6" ; e conseguin-

5 
temente AB será ~ado do decagono re-
gula r C I 42 ) . · 

14~L Schol. Gc Póde-se pois pela íns-
H cripçâo dos polygonos regulares em 
" hum ci.rê ulo dividir a circunferencia em 
" hum certo numero de partes iguaes; 
" por ex., em arcos de 15", cada hum, 
" inscrevendo hum polygono regular de 
'' 24 lados: não será porem possível di-, 
'? vidi-la em arcos de hum gráo ; e só 

n por 
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~' por tentativas o poderia mos conseguir, 
" pois não oiferece a Geometria elemen.J 
" tar meio algum para isso. Podemos com 
" tudo chega r direcramenre até ao arco 
"de 3·o,inscrevendo o lado do decagono 
~' regular, e dé'pois o de hexagono regu-
" lar , tendo ambos hum extremo com• 
" mum: porque partindo então ao meio 
'' o arco ele 6o. ' , ter-se-há o de 6, 0

, dif~ 
" ferença entre o ele 36.", e o de 30. 0

_, 

" cuja metade dará o de 3·0
" 

I49· PROBL. Inscripto em hum cir .. 
cttlo hum po[.gono regular; circuscrever 
ao mesmo circulo hum outro tambem re-
gu .'ar do m~smo mmzero de lados, E re-
cip:-ocamnzte : sendo dado o polygono cir-
ett:JScripto, construir o pof_;gono inscri-
pto. 

Seja ,fig. 86, o circulo CABDEFA; 
e sejão AB, RD, DE, &c., lados do 
pol );go no re~ular inseri pto. 

Solução. Pelos ponros A-, B, D , E, 
&c. , tirem-se as tangentes fa , ab , bd, 
de, &c.: digo qne estas tangent~s deven-
do encontr.;r-se em pontos a , b , d, e, 
&ç. , formará6 o polygono pedido. 

Drmo~str. Pois os laqos AB, BD:, 
DE. 
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DE , &c. , são · .iguaes ; e são iguaes ós 
anguJos aAB, aBA, bBD, bDB, dDE, 
dED, &c., formados pelas tangentes so-
bre es tes lados , por comprehenderem os 
arcos iguaes AB, BD, DE, &c. (8r); 
os tr.iangulos AaB, BbD, DdE , &c~ , 
serão iguaes, e isosceles ( 90 , e 78 ) ; e 
por tanto iguaes os angulos AaB, BbD ~ 
DdE, &c., e iguaes os lados Aa, aB, 
Bb, bD, Dd, dE, &c., que dão ab = 
bd = de = &c. Logo o polygono cir· 
cunscripto abdef he ·equiangulo, e junta-
mente equilatei·o. Logo elle he regüla r ; 
e do mesmo numero de lados do poly· 
gano inscripto , por quanto · neste a cada 
hum angulo ABD corresponde naquelle 
hum lado ab. · · 

Reciprocamente. Sejão agora ·ab ~· 
bd, de , &c. lados do polygorio ·regular 
circunscripto; e quer-se inserever hum oti· 
t ro do mesmo numero de lados. · 

Solução. Pelos pontos B, D, E, &c.; 
tirem-se as rectàs BD, DE , &c. : digo 
que esta$ rectas formaráó o polygono pe.o 
ilido. 

''Demonstr. Com effeito por serem iguaes 
es an:gulos b , d, &c. , do polygono cir_. 
€Unscripto, e serem iguaes Bó, bD, Dd, 
dE , &c., metades dos lados ab , bd, de· ~ 

&c., 
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&c., do mesmo polygono , que os tem 
iguaes, serão iguaes os triangulos BbD, 
·DdE , &c. ( 87 ) ; e por comequencia 
iguaes os lados BD, DE, &c., isto he , 
os lados do polygono inscripto ..ilBDEF: 
mas por isso os arcos BD , DE, &c. , 
são iguaes entre si; logo tambem iguaes 
os angulos BDE, DEF, &c., do mes-
mo polygono, pois comprehendefll entre 
os seus lados igual numero destes arcos 
~guaes ( 8 2) • Logo elle he regular ; e 
do mesmo numero dt: lados do polygo-
no circunscripto, por quanto neste a ca-
da hum lado ab corresponde naquelle 
hum angulo ABD. 

Tirando do centro do circulo para 
os vertices dos angulos do polygono cir-
cunscripto os raios Ca, Cb, Cd, &c.; e 
pelos pontos a', b', c', d', &c., em que 
estes cartão a circunferencia , as rectas 
a' b' , b' d', &c. ; se formará com ellas 
hum polygono regular a' b' d' e'f', que 
igualmente satisfará ao Problema. Por-
que ~endo iguaes os angulos no centro C 
do polygono circunscripto, a'Cb', 1/Cd', 
&c. ( 142); e sendo Ca' == Cb' == Cd' == &c. ; serão iguaes, e isosceles os trian-
gulos a'Cb', ·b'Cd ', d'Ce', &c.; e por tan-
to a'b' = b'd' = d' e' = &c. lados do 

po-
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po1ygono inscripto a' b' d' e'f'; e Cb'a' 
== Cb'd' = Cd' b' == Cd' e'== &c.; que dão 
a'b'd' · b'd'e' == &c., angulos do mes-
mo polygono inscripto. Logo elie he re-
gular, &c. 

I r; o. Se h o!. " H e axioma : que de to-
" as linhas , que termináo nos mesmos 
" pontos , a recta he a mínima : e me-
" nor toda aquella convexa a respeito de 
" qualquer outra, que a abranger entre 
" si , e a dita recta. Assim a circunfe-
" rencia do circulo he sempre maior que 
" o perímetro do polygono inscripto, e 
" menor que o do circunscripto. ( *) " 

I)I. PROBL. Dado-s dous circulas con-
centricos ; circunscrever ao menor hum 
polygono regular, cujos lados não encon-
trem a circunferencia do maior. 

Sejao, jig. 87, os círculos concen-
tricos, cuj as circunferencias estao notadas 
por C, e c . . 

Solução. Tire-se hnma recta A B tan-
gente á circunferencia menor c ; e para 
os pontos A, e B, em que esta tangen-

te 
( • ) Ainda que qu izemos dar a demonstraô(o do 

que dissemos no n.0 l l ; do he porque isso no.s nao 
fosse da mesma evidencia. 
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te encontra a circnnferencia maior, se di· 
:rijão os raios OA, e OB , que cortaráô 
a menor nos pontos D, e E. Divida-se 
esta em tantos arcos iguaes , e em nu4 

mero par, quantos forem necessarios, pa-
r---

ra que hum destes seja menor que cD: 
tome-se essa grandeza do ponto c para 
D, e para E, por ex., cd, e ce: tirem-
se do centro rectas para C<Jda hum dos 
pontos d, e e, até encontrarem a tangen-
te em a, e b : digo que ab he o lado 
do polygono pedido : como he facil de 
ver. 

Dos polJ'gonos similhatttes. 

I)2· Trn:oR. Se dous polygono.r fo-
rnn simi!hatttes; seriio os seus pc1·ime-
tros, corno qttae squer dous lados homo-
logas. 

Demonstr. Denotem A , B , C, D , 
&c., os lados de hum; e a, b, c , d, 
&c. , os homologas do outro : será A : a 
= : B : b : : C : c : : D : d : : &c. , ( I I 3 ) ;· 
e por conseguinte A + f3 + C + D 
+ &c. : a + b + c + d + &c~ : : 
A : a : : B : b : : C : c : : &c. 
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15'3· THEOR. Se dous polygónos fo.J 

,-em similhm~tes; e!les se dividiráõ em 
igzial numero de tria11gulos respectiva-
mente similhantes , e similhantemente 
dispostos, por diagonaes- tiradas em ca-
da hum delles a angulos respectivamm-
te iguaes. E reciprocame11te: se douf 
polygonos se dividir·em em igual numero 
de triangulos respectivamente simi/han-
tes, e .rimilhanteme;zte dispostos; os dous. 
polygonos serão similhantes. 

Sej'âo, fig. 88 , os polygonos simi~ 
lhantes ABCDEF, e ahcdef; cujos la.; 
dos homologas AB , e ah ; BC, e bc; 
CD , e cd; &c. ; e por conseguinte res-
pectivamente iguaes os angulos, a que fi..: 
cão adjacentes esses lados homologas. Di-
v:idâo-se em triangulos , hum , e outro, pe- . 
las diagonaes BF, e h{; FC, efc; CE, . 
e ce ; &c. : digo que ficadó divididos em 
igual numero de triangulos , respectiva-
mente similhantes, e similhantemente dis-
postos. 

Demonstr. Porque sendo · os dous po-
lygonos de igual nlJmero de lados, di vi• 
dir-se-hã.o em igual numero de triangu· 
los ( r 34) . E será o primeiro F AB do 
polygono P, sJ.milhante ao primeiro fab . 

do 
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'do polygono p, por ser o angulo A == 
o, e AB : ab : : AF : af, segundo a hy-
pothese (I I 8 ) . E será o segundo FBC 
do polygono P, similhante ao segundo 
fbc do polygono p; porque sendo, pela 
similhança , dos dous triangulos primei-
ros, AB: ab:: BF: b.f, e o angulo ABF 
·== abf; e sendo, pela similhança dos po-
lygonos, AB : ab: : BC: bc, e o an e,u-
lo ABC == abc ; h e BF : bf : : BC: bc, 
e tirando os angulos ABF de ABC, e 
abf de abc, fica FBC == fbc. O mesmo 
se concluirá a respeito dos terceiros trian-
gulos , e assim dos mai~. Logo &c. 

Reciprocamente. Sejão agora os po-
lygonos P, e p, divididos· em igual nu-
mero de triangulos respectivamente simi-
lhantes, e similhantemente dispostos; is-
to he, seja o primeiro triangulo r"'AB do 
polygono P, similhante ao primeiro fab 
do polygono p; o segundo ao segundo; 
e assim os mais : digo que os dous poly-
gonos são similhantes. 

Demonstr. Pois he, por hypothesc , o 
triangulo FAB similhante ao triangulo 
fab; o triangulo FBC similhante ao trian-
gulo fbc ; e assim os mais ; serão os an-
gulos A = a ; ABF == abf; FBC == 
f.bc) &c.; e por tanto .IJBC (som ma dos 

dous 
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clous :IJBF, e FBC) = ahc ( somma dos 
clous abf) e fbc); e desta sorte se hirá 
mostrando a igualdade respectiva dos mais 
angulos dos polygonos. Ora, tambem pe• 
la ~imilhança dos ditos triangulos , he 
.AF: af:: AB: ab:: BF: bf:: BC: 
bc : : &c. ; logo .tirando desta serie de 
razóes iguaes aquellas, em '1ue entrâo só 
os lados dos polygonos, vira AF : af: : 
AB : ab ·: : BC: bc : : &c. Logo os dous. 
polygonos tem os angulos respectivamen-
te iguaes, e os lados homologas propor-
<:ionaes ; e por tanto são similhantes. 

I 5' 4· PRoBL. Construir sobre h uma 
'l'ecta dada 'hum polygono sirnilhante a 
outro. 

Seja , jig. 88, o polygono P; e ab, 
a recta, sobre que se quer construir hum 
outro ~imilhante. 
. Solttçiio. Em hum dos extremos da di-
ta recta , por ex. b , faça-se hum angulo 
abc = o angulo ABC; e tome-se bc , 
que seja quarra proporcional ás cres rectas 
AB, BC, e ab ( I2)) : faça-se do mes-
mo modo no ponto c o angulo bctl = o 
angulo BCD ; e tome-se cd, quarta pro-:-
porcipnal ás tres rectas BC~ CD e bc : 

con-
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continuando-se desta maneira , será o po-" 
lygono p construido sobre a recta ab ; 
similhante ao polygono : dado P. · 

O mesmo polygono se poderia cons-
truir , dividindo -o dado P em tria ngu-
los , e fazendo sobre a recta ab o trian· 
gulo abf similhante ao triangulo ABF; 
isto he , fazendo no exti"emo a o angulo 
a ::::::: A; e no extremo b o angulo abf == ABF, o que determinaria o ponto f'; 
e depois construindo do mesmo modo so,. 
hre bf o triangulo bfc similhante ao 
tri2ngul9 BFC, o que determinaria o pon• 
to c; e assim ,por diante. 

I))· TH EOR. Se em dotts io~ygotto.f 
similhantes se tirarem. duas rectas, ca .. 
da huma em cada hum, que fação . ti11'" 
gulo:r iguaes c:ont dous. lados homologos, 
e em pontot .rimilbantemente postos à 
respeit o destes lados; as ditas ~ ·~·ctas, 
que tambem se chamaráo linhas hómo.-
logas, serão proporcionaes a quar:squer 
dotts lados homo!ogos. 1 

Sejão, jig. 89, os polygonos s!mi· 
lhantes P, e p , cujos lados homologoil 
AB , e ab ; BC, e bc ; &c. : tire-se pelo 
f20nto L .do lado BC huma recta LM.~ 

e 
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e pelo ponto l do seu homologo hc , a 
recta lm; mas de modo que seja o an-
gulo blm = o nngulo BLJM, e BL : bl 
; : BC : bc : digo que será LJJ;I : lm : : 
..AB : ab : : BC : bc : : &c. 
. Demonstr. Tire-se AL, e at; e será o 

t riangulo ABL similhante ao triangulô 
abl, por ser o angulo B == o angu_lo b , 
e porque sendo AB : ab : : BC : bc , e 
BC: bc : : BL : bl, por hypothese; he 
AB : ab : : BL : bl ( II 8) : logo o aJ1-" 
gulo BLA == o angulo bla , e BAL ~, 
bal. :Ora he BLM == blm por construcc 
ção , e BAlvl = bam por hypothese ; se· 
de BL1i1 tirarmos BLA, e de b!m, bla ;: 
:Rcará ALM = a!m; e se de BAlld. ti:.' 
rarmos BAL, e de bam, bal; ficará LAilf. 
::::::: km; isto he, os dous triangulos ALM; 
e alm, tem dons angulos respec;ivamente 
iguaes, e por tanto são similhantes (I I 4).' 
Logo os dous quadrilateros ABLM, e 
tr,blm, pois se dividem em igual numero~ -
de triangulos similhantes' o serao entre~ 
si ( r 53 ) ; e ·consequentemei~te h e LM: 
1m : : AB : ab : : BC : bc : : &c. · 
, 156. , Coro!!. Logo os perimetros de 
' dous polygonos regulares de igual nu-

mero de lados estão entre si , como os' 
~ s~us 1aios ) ou apothemas. . Porque ,d-' 

les 
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les estão , como quaesquer lados ho-
mologas ( 1)2 ) ; e estes são , como os 
raios, ou apothemas, que tambem são 
linhas homologas. · 

15'7· THEOR. As circunferencias dos 
circulos estão entre si, como os seus raios. 

Sejão ,jig. 90, os círculos , cujas cir~ 
cunferencias estão notadas por C, e c: e 
representem R, e r , os respectivos raios : 
digo que R : r : : C : c. 

Demonstr. Porque se não está R : r 
: : C : c; e~tará R : r, como C para 
.huma circunferencie C' >c, ou c'< c: 
e s~jão concentricas. Esteja : : C : C'. 
Circunscreva-se ao circulo menor c hum 
polygono regular, cujos lados não encon-
trem a circunferencia G' ( I)I); e cir-
cunscreva-se ao maior C hum outro do 
mesmo numero de lados. Denote P o pe-
rímetro do maior , e p o do menor: se-
rá P : p : : R : r ( r 5' 6 ) : mas tambem 
suppozemos R : r:: C: C'; logo P: 
p : : C: C': mas P > C ( I)O); lo- . 
go tambcm p > C': o que he absurdo;J 
por ser p ainda menor que o perímetro 
do polygono correspondente inscripto em 
C', o qual he mt:nor que C'. Esteja pois 
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't : C : t'. Inscreva-se então no circulo 
menor c hum polygono regular ·, cujos 
lados não encontrem a circunferencia c1 ; 

e inscreva-se no maior C hum outro do 
mesmo numero de lados. Denote tam-
bem P o perímetro do maior; e p , o do 
menor : será P : p : : R : r: mas tam-
bem suppozemos R : r : : C: c'; logo 
P : p :: C: c': mas P <C; logo tam-
bem p <c': o que he absurdo, por ser 
p ainda maior que o perímetro do poly-
gono correspondente circunscripto a c', o 
qual he maior que c'. E pois nao está 
R : r : : C : C' > c , ou c' < c ; es-
tará R : r : : C : c. 

r 58. Coro!!. Por tanto Jmma vez co-
nhecida a grandeza , ou t:omprimento 
da circunferencia de hum circulo de 
hum dado diametro, será facil deter-
minar a de hum outro circulo , cujo 
àiametro for tambem dado: e he a Is-
to que l'=e diz rectificar a circunferen-
da de hum circulo. 

A razão do diametro á circunferen-
cia não he exactamente conhecida : te-
mos porém valores sufficientemente ap-
proximados) para qui;! na pratica l'e re-
pute , como Íhutil h uma maior a pproxic 
mas:ão. 

H Por 
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1 .P.or methpclos , que nos não cum~ 
pre aqt;~i tratar, se achou que a razão do 
~iametro á cincunferencia he a de I :t 
3,I4I).:J26)36. Ludolfo de Ceulen foi o 
Jlrimeiro, que .a deo. Ternos rambe.m a 
âe I I3 a 35'5', publicada por Adria no 
hletio, e por elle attribuida a seu Pai 
Pedro Metio, a qual he mui facil de se 
conservar na memoria , e he exacta ate 
á sexta casa da dizima. Com effeito sen- -
do avaliada em decimaes, dá ·3,1415'929, 
valor verdadeiro ate á dita sexta casa. A 
razão bem conhecida de 7 a 22 , acha'! 
da por Archimedes , sómente he exa ct~ 
até a segnnda casa decimal, como igual-
mente se pôde ver, avaliando-a do mes~ 
mo modo. Assim seria necessario hum 
circulo de roooooo pés de diametro pa-

i-a haver l de pé de erro na circunferen-
ro 

cia rectificada pela. ra.zâo de Metia ; e 
bastaria hum circulo, cujo diarnetro não 
tivesse menos de 8,oo pés , para haver 
hum de erro na circunferencia rectifica-
da pela razão de Archimedes. Todas as 
vezes , porém , que desta fizermos uso ; 
poderemos dispensar-nos de fazer a pro-
:porção; e bastará triplicar o diametro, 
e sommar este producto com a s~pti.má 

par~ 
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parte do mesmo diametro ; por quanto 
'!22 I "7 = j 7~ 

I)9· Schol. "Achada á grandeza da 
'' circunferenc;ia de hum circulo ; se co• 
;, nhecei·á a de hum arco qualquer, cu~ 
;, jo numero de gráos , e partes do gráo 
" for dado ; buscando o quarto termo de 
;, huma proporção, em que os primeiros 
:,, tres termos são: 36o"; o numero dos· 
" gráos , e pattes do gráo do arco ; e fl~ 
" circunferencia rectificada. Por quanto 
h em hutn circulo são os com primemos, 
'' dos arcos proporcionaes ao numero dos 
H gráos , e partes do gráo de cada hum. 
~' delles ( 18) • " 

SEGUNDA SEéÇAO. 

Das .ruperjiúes. 

!6o. C Onside1'aremos unicamente 
nesta Secção as superficies planas; e des"' 
tas ' só trataremos daquellas ' que sao ter-
minadas por linhas rectas , ou pela cix"' 

H ii 'un-
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(;:Unferenda do circulo ; i1'tO he , tratare-
mos tão somente das áreas dos polygo-
nos , e do circulo. . 

A medi$ao das áreas depende (co-
mo veremos ) da dos triangulos , e qua-
clrilateros. 

Temos chamado geralmente quadri-
lateros as figuras de 4 lados : porém en-
tre estas ha humas , que tem o nome de 
trapezio; e outras o de parallelogram-
mo. Chama-se 

Trapezio, o quadrilatero, que so tem. 
dous lados parallelos entre si : jig. 9 r. 

E parallelogrammo, o que tem tam-
bem os outros dous lados parallelos entre 
si; e por isso iguaes ( 98): }ig. 92, e 93· 

Tambem entre os parallelogrammoSl 
l1a huns, gue tem o nome de rectangu-
lo; e outros o de quadrado. Chama-se 

Recta;tgulo, o parallelogrammo , que 
tem todos os angulos rectos, e os lados 
contíguos desiguaes : jig. 94· 

E quadrado, o .que tem todos os an-
gulos rectos, e os lados contíguos iguaes: 
jig. 9)· 

A perpendicular, que de hum pon-
to qualquer de hum dos lados de hum· 
parallelogrammo ; ou de hum dos lados 
~arallelos de hum trapezio; ou do verti, 

çe 
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ce de hum dos angulos de hum triangu.; 
lo; se abaixa sobre o lado opposto ; se 
diz altura do parallelogrammo; ou do 
trapezio; ou do triangulo: e o lado, so-
bre que se abaixa a dita perpendicular;, 
chama-se base. Assim EF nas jig. 91 1 

92, 93 , 96; e BA, nas .fig. 94, 95', he 
a altura; e AD he então base. 

Por abreviarmos, nomearemos algu-
mas vezes os parallelogrammos tão sómen-
te pelas letras postas nos vertices de dous 
.angulos oppostos ; por ex., jig. 92, em 
vez de dizer o parallelogrammo ABCD, 
diremos o parallelogram mo AC, ou BD. 

r6r. THEOR. Se dous parallelogram-
mos tiverem a mesma base, e a mesma 
altura ; ou bases iguaes , e . altu1•as 
iguatis ; terão áreas iguaes. 

Sejâo , jig. 97 , os parallelogrammos 
ABCD , e AFED , da mesma ba5e , e da 
mesma altura : digo que estes dous pa-
rallelogrammos tem as áreas iguaes. 

Demonstr. Com effeito, por ser o an-
gulo BAF =- o angulo CDE ( 63 ) ; e 
ser AB = CD , e AF == DE ( 98 ) ; se-
rao iguaes os triangulos BAF, e CDE 
( 87) : ora a área do trapezio ABED 

com~ 
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·tompõe-se da área do triangulo CED 
mais da área do parallelogrammo ABCD; 
(Ou da área do triangulo BAF mais da 
-área do parallelogrammo AFED; logo, 
-pois as dos triangulos são iguaes, serão 
-necessariamçnt~ igqaes as dos para!lelo .. 
·grammos. -

A respeito dos parallelogrammos de 
bases iguaes, e de alturas iguaes, a de-
monstração he a mesma : porque se redu-
'zem ao caso presente, ajustando a base 
de hum com a base do outro , e sobre-_ 
pondo.,os, 
· I 62, Co rol!. Segue-se pois : que di .. 

vidindo , jig. 98 , a base AD de qual~ 
quer rectangulo AC em quantas partes 
jguaes guizermos, por ex. , AE, EF, 
&c. ; e levantando nos pontos da di-
visão perpendiculares á dita base; fica-
rá o rectqngulo proposto AC tambem 
diviclido em outros tantos recrangu.los 
iguaes entre si, taes como AI, EL, 
&c. , qua ntj!S são as partes, em que foi 
dividida a base AD, E por isso será 
Al : EL : J:~o/l: &c. : : AE : EF ; 
FG : &c. ; e por çonsequencia AC 
( somma de todos os antecedentes) : 
fiD ( somm(\ d~ todos os consequen~ 
t~~ ) 4I ( lwm ~ó :,1n~ecedente ) : . AB 
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' AE (seu consequenre) ; ou como hum 

numero qualquer daquellas partes de 
.AC para o mesmo numero d'estoutras 
partes de .AD: por ex., : : AL : AF 
: : EN : EH : : EC : ED : : &c. 

r63. THEOR. Se hum paralle!ogram· 
mo , e hum triangulo tiverem a mes· 
ma base, e a mesma altura; ou bases 
iguaes, e alturas iguaes; será a área 
do triangulo metade da do paralJelo· 
grammo. 

Stjão, jig. 99 , o parallelograrnmo 
ABCD, e o triangulo AFD, da mesma 
base, e da mesma altura : digo que a área 
do triangulo he metade da do par:,llelo-
gramrno. 
· Demonstr. Tire-se pelo ponto D hu-
ma recta DE paralleia a AF; e conti-
nue-se FC, até que encontre DE em hum 
ponto E : será a área do parallelogram-
mo ABCD igual á do yarallelogrammo 
AFEI;J ( r6r) : mas he o parallelo ,t. ram-
mo AFED composto dos dous triangu-
los ../l.FD, e DFE, que são iguaes, co-
mo facilmente se póde demonstrar ( 92 ) ; 
logo será a área do triangulo AFD me-
tade da do parallelograrnmo ./lFED; e 

por 
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:por consequencia tambem metade da do 
pa rallelogrammo ABCD. 

I 64. Coro!/. Deste , e do preceden-
teTheorema, se conclue: gue são iguaes 
as áreas dos triangulos da mesma base, 
e da mesma altura ; ou de bases iguaes, 
e alturas iguaes. 

I6). THEOR. Se dous rectangulo.r 
tiverem r. 0 a mesma altu;-a, ou alturas 
·iguaes; serão as suas áreas, como as 
sttas bases: 2. o se a mesma h as e, ou 
bases iguaes; serão as suas áreas, co-
mo as suas alturas: 3·o se bases desi-
gu{le.r, e alturas. d siguaes; serão as suas 
d1-ea.r, como o producto das suas bases 
multiplicadas pelas suas alturas. 

r. 0 Sejão, jig. roo, os rectangülos 
AF, e AH da mesma altura AE: digo 
que AF: AH: : AG : AD. 

Demonstr. Porque se não está AF : 
./!H : : AG : .AD ; estará, como AG pa-
ra huma base X> ou < AD. Esteja 
:: AZr: :: X> AD; is :o he, : : AG: 
.AR. Di vida-se AG em tantas partes iguaes, 
quantas forem necessarias, para gue hum 
dos pontos da divisão, continuada , caia 
entre D, e R, por ex., em I; e com;. 

ple-
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plete-se o rectangulo EI: será AF : E! 
:: AG : A I ( 162): mas tambern sup-
pozemos AF : AH : : AG : AR ; logo 
El: AH:: AI: AR: masEI>AH; 
logo tambem AI> AR : o que eviden-
temente he absurdo. Com igual racio-
cínio, e imitando, o que temos feito em 
outros lugares , se demonstrará não ser 
AF : AH : : AG : X < AD. E pois 
não está AF : AH : : AG : X > ou < 
AD; estará AF: AH:: .AG : AD. 

2. o Sejão agora os rectangulos AH, 
e AC da mesma base AD: digo que AH: 
AC:: AE: AB. 

He demonstrado , porque podemos 
tornar a base por altura, e a altura por 
base. -

3·" Sejão porém os rectangulos AF, 
e AC de bases desiguaes, e alturas desi~ 
guaes : digo que ~llF: AC: : AG x AE : 
AD X AB. 

Demonstr. Pela r.• parte do Theore-
ma ternos AF : AH : : AG : AD ; e 
pela 2.a AH: AC:: AE : AB. Lo-
go multiplicando ordenadamente os ter-
mos destas duas proporções; irá AF : 
AC : : AG x AE : AD X .AB. ( *) 

166. 

( ~) Não preça que multiplicamos áreas por 
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I 66. Coro!!. r. o Se AF == AC; se-

rá AG X AE == AD X AB ; donde 
..tl.G: AD : : AB: AE; que quer di-
zer : que sendo iguaes em área dous 
rectangulos de bases desiguaes, ou de 
alturas desiguaes; as suas bases serão 
reciprocamente proporcionaes ás suas al-
turas. 

167. Coro!!. 2. 0 Quanto pois disse-
mos a respeito dos recrangulos ; se es-
tende em geral a quaesquer. parallelo-
grammos ; e por consequenc1a a quaes-
qucr trümgulos. Porque todo o paral-
lelogrammo he igual em área ao rectan-
gulo da mesma base , e da mesma al-
tura C I 6 r ) . E quanto aos triangu • 
los; como as suas áreas são a metade 
da de paraHelogrammos, ou rectangu-
Ios, da mesma base, e da mesma al-
tura dos tria ngulos C I 63 ) ; necessaria-
mente hâo de ter a mesma razão, que 

as 

áreas, e linhas por linhas : multiplicão-se as razões 
geometricas entre si ; isto he , numeres por numeres. 

Co f". _ AF AG m ,e 1e1to, a I. a proporçao dá - == - ,· 
• · AR AD 

a AR AE . AF AH 
e a 2. , Aé = AB: por consegumte AH X AC 
_ AG AE 
:= AD X AB ; donde &c. 
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as desses parallelogrammos, ou rectan .. 
gulas. 

Da avaliação das áreas , e da sua 
medida. 

I 68. Por quanto medir a área de hu~ 
ma figura, não he outra causa mais , que 
compara-la com huma outra ·conhecida , 
a qual se considera então como unidade; 
procurando s~ber , quantas vezes se con-
tem naquella , que se trata de medir; e 
por outro lado sabemos que as áreas dos 
parallelogrammos estão entre si , como 
os productos das suas bases multiplica-
das pelas suas alturas; segue-se: que, se 
denotar A a altura , e B a base de hum 
parallelogrammo P, cuja área se pretende 
avaliar, e a a altura, e b a base de hum 
parallelogra mmo p , tomado para medi-
da , ou unidade d' área ; teremos conhe-
éida a daquelle , visto que podemos sa-
ber, quantas vezes contém a deste. E 
com effei to por ser P : p : : B X A : 
1.. I p B A J: 
o X a ; sera -;;- == - b- X -;:;- ; o que 1az 
'Ver: que, para avaliarmos a ~rea de hum 
parallelogrammo qualquer P, deveremos, 

· de.-· 
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(lepois de examinarmos, quantas vezes na 
sua base B se contém a base b da uni~ 
dade d' área , ~ quantas na altura A se 
se contém a altura a , multiplicar esses 
dous quocient~s ; e o producto nos mos~ 

I d I trara o numero e vezes , que a area , es-
colhida para unidade, se contém naquel~ 
Ia do parallelogrammo P , que se trata 
de avaliar. 

Como porém a medida geral das 
áreas, e a mais natural, he hum quadrado 
conhecido , por ex. , hum pé quadrado, 
1mma braça quadrada, &c. ; no caso de 
que por p escolhamos huma qualquer des~ 
sas medidas , por ex. , hum pé quadrado 

pp _, P , B A 
( I ) ; entao - == -b X-, se torna em P a 

P B A - ==- X -, ou P == B X A ; ex~ 
lpp Ip Jp 

pressão abreviada , e d'onde vem dizer~ 
se ~era] mente que 

A área de hum parallelogrammo se 
avalia multiplicando a base pela altura; 
e por tanto a de hum quadrado pela se· 
gunda potencia do seu lado ( *) . 

Não 
( •) Por isso se diz quadrado de hum numero, 

ainda que impropriamente, a segunda potencia desse 
oumerc.. 
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Não se per~a porém de vista , todas 
as vezes que assim nos expressarmos , que 
sempre se deve entender por esse pro-
dueto o numero de medidas quadradas, 

I I d que se contem na area procura a. 
169. Coroll. !.0 Será pois avaliada 

a área de hum triangulo, tomando a. 
metade do producto da base multipli~ 
cada pela altura ( I 63 ) . 

170. Coroll. 2.0 E daqui se segue : 
que em dous triangulos similhantes são 
as áreas, como os quadrados dos la-
dos homologas. Pórque elles podem 
sempre ter por base quaesquer lados ho~ 
mologos B , e b ; e por consequencia. 
as suas alturas A, e a, serão tambem 
linhas homologas ( I)) ) ; e por isso 
sendo A : a : : B : b , e ~ B : ~ b 
: : B: b; multiplicando ordenadamente 
estas · duas proporções, resulta ~ B X A: 
~ b X a : : B 2

: b 2
• 

-I7I. Coroll. 3·0 Logo em geral as 
áreas de dous polygonos similhantes es~ 
tão entre si, como os quadrados de 
quaesquer dous lados , ou linhas homo~ 
Iogas. Porque as áreas dos polygonos 
similhantes sempre se podem consi-
derar ~ como compostas de igual nu~ 
mero de triangu!os respectiyam~nte .si-. 

nu~ 
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milhantes , e similhantemente dispas .. 
tos : e então a área de cada triangulQ 
~o r. o pol ygono será para a do triangu• 
lo correspondente no 2 . 0

, como o qua-
drado de hum lado da~uelle para o 
quadrado do homologo deste : e pois 
todos os lados homologas tendo a mes" 
ma razão , t2mbem devem ter a mes-
ma razão os seus quadrados; será a área 
de cada triangulo do 1.0 polygono pa-
ta a área do seu correspondente no :1. 0 ; 

como o quadrado de qualquer lado do 
1." polygono pata o quadrado do seu 
homologo no 2. 0

: e por tonsequencia 
a somma das áreas de todos os trian-
gulos, de que oe compõe o r. o poly-
gouo, isto h e, a sua ~~ea ; . para a som .. 
ma das de todos os tnangulos, de que 
se compõe o 2. o polygono ; isto he, à 
sua área , como o quadrado de hum 
lado qualquer do !.0 pata o quadrado 
do seu homologo no 2. 0

• 

172. Schol. " Vê-se por taflto que 
; , nos polygonos similhantes basta com-
" patar os quadrados de quaesquer lados ; 
'' ou linhas homologás, para se sabet a 
" relação, que se dá entre as suas áreas. 
" Porém geralmente em quaesquet figu.-
" ras he necessario primeiramente a.Ya-. 

,; lia~ 
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"' liar a área de cada huma , e depois 
, comparar esses valores , referidos a hu-: 
, ma mesma medida ; e para isto nos 
" serve a avaliado das áreas dos trian-
" gulos , pois p~r meio dellas se pód~ 
" sempre avaliar a ::írea de hum poly-
" gono qualquer; o que se faz, dividin-
" do o polygono em o menor numero. 
" de triangulos possível ( r 34) , calcu-
" lando separadamente a área de cada 
" hum , e depois somma ndo todos esses 
" resultados. Com tudo , ainda que em 
" geral este he o meio de anliar as áreas 
" das figuras , não he elle o mai.~ expe-
" dito em alguns casos, nem applicave! 
" ás fig 1ras curvilíneas: temos methodos 
" mais promptos, cerne vamos a ver nos 
" Theoremas seguintes. " 

I73· THEon. Se a figur a for httm 
trapezio; será tt7.NJliada a stta área pe-
lo prodttcto da semi-somma dos lados pa-
rai/elos mrdiiplicada pela altura. 

Seja ,fig. 91, o trapezio ABC'D; e EF 
a sua altura : digo que a área ABCDA 
_AD+BC E'F - X " . 2 

Demonstr. Tire-se a diagonal BD ~ ç 
p01S 
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pois a área do trapezio proposto se com· 
põe da área do trianr;ulo ABD ::::: AD ~ EF 

( r 69 ) , e da do triangulo B C D ::::: 
BC>< EF I I • 
- - -; sera a area do _trapezw ABCDA 

2 

ADXEF . BC X EF _ AD +-BC EF. == -r - X ..... 
2 2 2 

h 1 E 1 d 
AD+ BC 

I74· Se o . " m ugar e 
2 

:1' podemos substituir a linha G M, t ira-
" da pelo ponto G, meio do lado AB, 
" parallelamente a AD; isto he, pôde-
" se dizer que a área de hum trapezio 
" se ava lia tambem mu!tiplicJndo pelél 
n altura a linha tirada a igual dístancia 
" dos lados parallelos. Com effeito, por 
" ser BG == ~ AB, e GM paralle1a a 
" AD, os tria ngulos similhantes ABD, 
"e GBI dão GI::::: ~ AD; e os trian-
" gulas si milha ntes BDC, e IDM, dão 
" Il(-l ==i BC. Logo GI +IM, ou GM 

' I A'T'\ I BC AD +BC . 
" sera == :.- .u -l- -2 == . '' • 2 

I7)· THEOR. Se a figura .for hum 
polygono regular; será a7Jaliada a sua 
drea por meta de do jJ1'oducto do perime~ 
tro multip/içado pelo àpothema. 

Seo 
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Seja , jig. 8 I , o polygono tegular 
'.ABDE, &c. : denote a o a pothemâ Cm ; 
11, o numero dos lados ; L , hum qual-
quer AB; por conseguertcia n X L , ou P, 
o perímetro ; e A, a área : digo que A 
= ~ P X a. 

Demonstr. Como os raios de hum po.,. 
lygono regular o dividem em tantos trian• 
gulos isosceles iguaes , quantos são os la-
dos do mesmo polygono ( I 39) ; he evi-
dente que, para avaliarmos a sua área ; 
bastará calcular a área de hum qualquer 
desses triangulos, e multiplicar depois o 
resultado pelo numero dos lados do po-
lygono. O ra a área de qualquer dos di· 

· 1 1 AB X Cm - L X t1 1 tos tnangu os .1e - -
2
'- , ou -

2
- ; ogo 

será a do polygono proposto == n. L~ ti; 
isto he , A = ~ P X a. 

176. THEOR. Se a figura for httm 
circulo; serd avaliada a sua área por 
metade do producto da circunferencia 
multiplicada pelo raio. 

Seja, jig. 146, o circulo, cuja c1r-
,~unferencia está 110tada por C; e repre-

I sen~ 
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sente R o raio ; e A, a área : digo que 
A =~ C X R. 

Dmionstr. Porque se não he A ::::: 
~C X R; seja ~C X R o valor da área 
de hum outro circulo maior , ou menor , 
que o proposto. Seja == A', ârea do cir-
culo maior, cuja circunferencia está no-
tada por C', descripta no mesmo plano, 
e concentrica a C. Imagine-se circunscri pto 
ao circulo proposto C hum polygono re~ 
guiar , cujos lados não encontrem a cir-
t unferencia C' C r) I ) ; e denote P o pe-
rimetro desse polygono : será a sua área 
::::::: ~ P X R ( I 7) ) . Ora esta área he 
evidentemente menor que a do circuio C' ; 
logo será ~ P X R < ~ C X R , isto 
h e, P < C: o que h e absurdo C I )O). 
Seja pois f C X R = a , área do cir-
çulo menor , cuja circunferencia está no-
tada por c, descripta no mesmo plano, 
e concentrica a C. Irnagine-se circunscripto 
ao çirculo c hum polygono regular, cuQ 
jos lados üão encontrem a circunferencia 
C; e denote p o perimetro desse poly• 
gono , e r o raio do circulo c : será a 
sua área == ~ p X 1~. Ora esta área he 
evidentemente maior que a do circulo c; 
logo será ~ p X r > ~ C x R : o que 
he absurdo~, por ser r <R,; e p < ~ ~ 

pOlS 

\ 
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pois he p ainda menor que o perímetro 
do polygono correspondente inscripto em 
C, o qual he menor que C ( I)O ). E 
-pois nâo he ~ Cx R == A'> A, nem 
=: a < A; será A == ~ C X R. 

r 77. Coro li. r. 0 Avaliando-se a área 
de hum circulo por metade do producto 
da circunferencia multiplicada pelo raio; 
segue-se que a de qualquer sector se 
avaliará tambem por metade do pro-
dueto do seu · arco multiplicado pelo 
raio. Porque sabem os que em hum 
mesmo circulo são as áreas dos secto· 
res proporcionaes aos seus atcos ;. e as-
sim, denotando S a área de hum sector, 

· e a o seu arco, he C: íi: : ~ Cx R: S 
( I 7 ) ; donde S == ~ á- X R. 

178. Coroll. 2. 0 As áreas dos circu-
las , ou dos sectores similhantes , isto 
he , do mesmo numero de gráos , es-
tão entre si, como os quadrados dos 
seus raios. Porque denotando C, e 
c, as respectivas circunferencias ; R, 
e r; os raios; he C: c:: R: r (rp); 
h e ~ R : ~ r : : R : r ; e multi pli-
cando ordenadamente estas duas pro-
porções , resulta ~ C X R : ± c X r 
: : R 2

: r\ 
179. Schr;/, "A proposisão n. I77-, 

l ii " jun-: 
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" juntamente com a do n. o r 69, nos ser-
" virá para avaliarmos a área de qual-
" quer segmento AGBA, jig. 19 : por 
" quanto esta he a differença entre a área 
H do sector CAB , e a do tria ngulo ACB. " 

r8o. THEOR. Se sobre os tres lados 
de httm triangulo rectangulo se co7zstrui-
rem, tns figuras similha11tes, cada hu-
ma sobre cada hum; será a área da fi-
gura formada sobre a hypothenusa ig~Jal • 
á somma das áreas das figuras forma· 
das sobre os outros dous lados. 

Seja , jig. ror , o triangulo . ABC 
rectangulo em A; e denotem S, S', S", 
as áreas das figuras si milha ntes construi-
das sobre os lados do triangulq : digo 
que S == S' + S". 

Demo1zstr. A baixe-se do ponto A so· 
bre a hypothenusa a perpendicular AD; 
e representando por T a área do trian-
gulo ABC; por T' a do triangulo ABD; 
e por T'' a do tria ngulo ADC; teremos, 
por serem estes similhantes ( I r)) , T : 

--2 --2--2 

T': T":: BC: AB: AC ( I7I): mas 
tambem, pela simil hança das figuras, h e 

--2 --2 --2 

.s: S': S":: BC : AB : AC~ logo S: 
- S'~ 
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S' : S 11 : : T : T' : T''; e p'or canse~: 
guinte S: S' + S'' : : T: T' + T " : 
mas he evidentemente T == T' + T"; 
logo tambem S == S' + S''. ( *) 

1 8 I. Coro li. I. o Como os tria ngulos 
.ABC, .ABD , e .ADC, tem todos a mes-
ma altura AD; he T: T' : T'' -:: 
BC: BD : DC ( 167, e 16)) : mas 
tambem, segundo acabamos de demons-
trar, he T : T' : T'': : S : S' : S"; 
logo S: S' : S": : BC : BD : DC; 
que quer dizer : que a área da figura 
formada sobre a hypothenusa he para 
cada huma das áreas das figuras simi~ 
lhantes formadas sobre os outros dous 
lados , como a hypothenusa para ca-
da hum dos segmentos adjacentes a es· 
tes lados. 

182. Cm·oll. 2.° Consequentemente em 
hum circulo , jig. ro2 , serão os qua-
drados de quaesquer cordas AD, e AE, 
como os segmentos adjacentes AG, e 

AF, 

( *) He hum caso particular deste Theorema 
aquella celebre proposição do quadrado da hypothe-
nusa, a qual vem demonstrada em particular em al-
gumas Geometrias; isto he, que a área do quadrado 
formado sobre a hypothenusa he igual á somma· das 
áreas dos quadrados formados sobre os outros dous la., 
dos. -
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AF, do dia me_tro JJB-, cortado pelas 
perpendiculares DG, e EF, abaixadas 
sobre elle dos extremos das ditas em·· 
das. Com effeito, tirando as rectas DB, 
e EB, os trinangulos ADB, e AEB, 
rectangulos em D, e E ( 83) , dão 
--2 --2 --2 

AD : AG : : AB : .AB ; e AE : AF 
--2 --2 

: : AB : AB ; e por conseguinte AD : 
-2 

AE:: AG: AF. 
183. Schol. "A proposição n.0 r8o 

" nos offerece hum meio de acharmos o 
" valor numerico de qualquer dos lados 
" de hum triangulo rectangulo , quando 
" forem dados os outros dous. Porque 

--2 --2 --2 

" sendo BC == AB + AC ; e por con-
__ 2 --2 --2 

" sequencia ..IIJ3 == BC - AC; se da-
" dos os dous lados do angulo recto se 
" pedir a hypothenusa ; será BC =: 

c._2 -2 
" \!1 AB + AC : e se dada a hypothe-
" nusa, e hum dos outros lados, por ex., 
" AC, se pedir o terceiro ; será AB = 

/. __ ::! .-2 

,, V BC - AC • " 
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r84. PROBL. Construir hum polj~g~ 

no, que seja similhante a outro, e cu· 
ja á1'ea esteja para a d'estoutro em hu-
ma dada razão. 

Seja, jig. I03, o polygono dado X; 
-' d I d 1 e m : n , a razao , qne eve ter a area es.., 

te para a do que se pretende construir. 
Solucão. Tire..,se huma linha indefini-

J 

da DE, sobre a qual se tomem duas par-
tes DP, e PE, taes, que seja DP: PE 
: : m : 11 ( 122) . Sobre DE, como dia-
metro , se descreva a semi-circunferencia 
DME; e levantando do ponto P a per-
pendicular P M até a encontrar em hum 
ponto M, tirem-se deste para os extre-
mos do diametro as cordas NlD , e ME : 
tome-se sobre MD de M para D huma 
parte MF igual a hum dos lados do poly-
gono, por ex., AB; e tire-se pelo ponto F a 
recta FG, parallela a DE, até encontrar a 
corda ME em hum ponto G : construindo 
então sobre a parte MG, como homolo-
go de AB, hum polygono simi1hante 'ao 
dado X ( I)4); digo gue esse polygono 
5atisfará ás condições do Problema. 

Demonstr. Com effeito, por ser P J.V.l 
--2 --2 

perpendicular a DE, será MD: ME: : 
DP 
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. ---2 ---2 
DP: PE (r82), ou lv!D: lv!E:: 
m: n, visto que he m: 1z : : DP: PE, 
por construcção : mas por ser FG paral-
lela a DE, he MD : ME : : MF, ou 

--2 

AB : MG; e por consequenc.ia MD : 
--2 -2 --2 ---2 

ME :: AB : i11.G , logo tambem AB: 
__ 7 _2 --2 

MG : : m : · n : mas he AB : MG : : 
a área do polygono X: a área do simi-
lhante, construido sobre MG (r7J;) ; lo~ 
go tambem as ditas áreas estarão naquel-
la razão. 

r8). PRoBL. Dado hum ci1·cztlo; ins-
crever, ou circtmscrever-lhe, hum poly-
gorzo 1·egu!ar, cuja área diffira da do 
circulo tão pouco , como se quizer. 

Seja , jig. ro4, o circulo CABDA ~ 
pretende-~e o polygono inseri pto. 

Soluçao. 1nscreva-se qualquer polygono 
regular ABD, &c. : sobr~ este inscreva-se 
hum outro tambem regular, mas de dupli-
ca-do n 1mero de la dos , AFB, &c. (r 44) ; 
e continue-se assim : digo que chegar-
s:-ha a inscrever hum polygono, que sa-
tisfàca ao Problema • • 
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Demonstr. Com effeito, tirada pelo pon-· 

to F a tangente mn, e construido sobre AB 
o rectangulo Am, he sabido que a área do 
·triangulo AFB he metade da deEse rectan• 
guio ( I 63 ) . Ora a áreJ do rectangulo h e 
evidentemente maior que a do segmento 
AFBA; logo a do triangulo será tambem 
maior gue a da metade elo segmento ; e por 
conseguinte tirado do segmento o triangu- 1 
lo, será o resíduo, isto he, a som ma das 
áreas dos segmentos .AFA, BFB, menor 
que a metade da área do segmento AFBA. 
Logo se os lados dos polygonos inseri ptos 
se forem successivamente duplicando, sem-
pre se hirá tirando mais, e mais que a me-
tade do residuo ; e por conseguencia he 
manifesto que chegar-se-ha a huma dif-
ferença tão pequena, que seja menor, que 
qualquer assignado. 

Seja agora , jig. ro4 *, o circulo 
CDGD: pretende-se o polygono circuns-
cripto. · 

Solução. Circunscreva-se hum polygo-
no regular, cujo meio lado seja DF. So-
bre este circunscreva-se hum outro ta m-
bem regular , mas de duplicado numero 
de lados, DHG, &c. ; e continue-se as-
sim : digo que chegar-se-ha a circuns cre~ 

ver 
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blema. 
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polygono, que satisfaça ao Pro~ 

Demonstr. Tire-se a corda DG; e DI 
perpendicular a CF. Por quanto he DH 
== HG, e FH> HG; será FH>HD; 
e por consequencia FG > G I ( w8 ) • 
Ora ~ FG X HG he a expressão da área 
do triangulo FHG; e ~ G.l X HG a da 
do triangulo HDG ; logo será a área do 
triangulo FHG > a área do triangulo 
1-IDG ; c por conseguinte a área do mes-
mo FHG maior que a metade da do trian-
gulo FDG : mas he a área deste FDG 
evidentemente maior que a do trilatero 
FD o G; logo a do triangulo FHG muito 
maior que a metade da do ro€smo trila-
tero FD o G; isto he , a área do resíduo 
HD o G , depois de tirado o triangulo 
FHG do trilatero FD o G, será menor 
que a metade da área deste trilalero. Lo-
go se os lados· dos polygonos circuns~ 
criptas se forem successivamente . dupli. 
cando, sempre se hirá tirando mais, e mais 
que a metade do resíduo ; e por conse-
quencia he manifesto que chegar-se-ha a 
buma differença tão pequena, que seja 
menor que qualquer assignado. 

I 8 6. Concluiremos esta Secção ex-
pondo hum methodo, muito sirpples na 

prá-
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prática, para se medirem as áreas de hu~ 
mas tantas figuras ; bem que o que dei-
xamos dito ( 172) , seja bastante para 
a medição das áreas das figuras de toda 
a especie. Consiste elle , jig. IO) , em 
tirar na figura huma linha AG, e abai-
xar wbre ella dos vertices de cada hum 
dos angulos as perpendiculares BM, CL, 
DK , EI, FH; medir cada hum a destas 
linhas, como tambem os intervallos AN, 
NO, OP, PQ, QR, RG: e porque a 
figura fica repartida em muitas partes, 
das quaes ao menos as duas extremas são 
triangulos, e as de mais trapezios; me-
dir aquelles, multiplicando a base por 
metade da altura C I 69); e estes, mul-
tiplicando a semi-somma dos lados paral-
lelos pela distancia perpendicular destes 
mesmos lados C 173 ) . 

Quando a figura he terminada por 
hurna linha curva ; medir-se-ha com Im-
ma sufficiente exactidão para a prática , 
dividindo a li nha AT, fig. w6, que se 
tirará pelo seu maior comprimento , em 
hum grande numero de partes , a fim de 
que os arcos, que estão entre as linhas , 
AB, BC, &c. , se possâo considerar, co-
mo linhas rectas : e para fazer o calculo 
mais simples que he possível, se farão 

as 
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as partes AO, OP, &c., iguaes entre s1· 
Para ter entao a área , sommar-se-hão to-
das as linhas BN, CM, &c., e só me-
tade da linha GH, se a curva he termi-
nada por huma recta GH perpendicular 
a AT: tudo isto se multiplicarà por hum 
dos intervallos AO; e o prodncto será o 
valor da :~rea , que se busca. He huma 
immediata consequencia do que disse-
mos (r73). 

Se se tratasse do espaço BNHG ter-
minado pelas linha~ BN, e 1-IG; tomar-
se-hia nao BN inteira , mas sómente a 
sua metade. 

I1ztroducção d terceira Secção. 

Dos pla11os. 

r87. Antes de passarmos a tratar dos 
corpos, convem examinarmos as proprie-
dades das linhas rectas nas clifferentes po-
sições, que rem a respeito dos planos; e 
as dos planos nas differentes posições, 
que tem huns comparados com outros. 
Não supporemos presentemente nelles, nem 
grandeza, nem figura determinada : con-

Sl-
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sidera-los-hemos indefinidamente extensos 
para toda a parte; e só para ajudar a 
imaginação, he que os representaremos 
com certa figura. 

r 88. H uma linha recta não póde es-
tar, parte em hum plano, e parte mais 
elevada , ou mais baixa a respeito desse 
plano. E o mesmo se deve en tender de 
lmm plano a respeito de outro plano. São 
consequenc.ias do que di~·s emos ( 6 , e 7 ) . 

189. A intersecção de dous planos he 
sempre huma Linha recta. ~1e he li-
nha , segue-se da precedente , e da defi-
nição, que démos da superficie: e mos-

I -' f tra-se que 1e recta ; por quanto nao po-
C:le haver nessa intersecção hum ponto , 
qne com quaesquer outros dous dclla não 
esteja em linha recta, sem que os planos 

----._ se confundâo ( 7 ) . 
I?O· Coroll. Póde-se pois fazer, com. , 

que passem ; quantos planos quizermos, 
por huma mesma linha recta . 

19r. Advert. Podem no Espaço duas 
rectas ser perpendiculares a huma tercei-
ra~ sem ser parallelas entre si, e sem to· 
davia se encontrarem. Com effeito, se 
no plano ABCD , fig. 107, que passa por 
huma recta BD, se tirarem duas perpen-
~icLilares BA, e DC á dita recta , el!as 

be-_ 
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serão parallelas entre si ( 5'9 ) : mas nao 
a respeito de outras quae~quer perpendio 
culares , que em hum desses pontos B , , 
ou D, se fizerem levantar á dita recta nos 
differentes planos , que por ella podem 
passar ( )6) . 

Das linhas rectrts consideradas nas di.fo 
ferentes posições, que podem. ter a 

respeito dos planos. 

192. THEOR. Se huma recta for. per~ 
pe1tdicular a outraJ· duas rectas no pon-
to, onde estas dutts se cortão; será tam-
bem perpendicular a todas as mais re-
ctas , que a tocarem, existentes no pla-
no das duas : ( e se dirá perpendicular 
ao plano ; e rec iprocame12te). 

Seja , jig. 108 , a recta CD perpen-
dicular ás duas Ee, c Ff no /ponto D, 
em que estas duas se cartão; e seja AB 
o plano, que ellas determinão: digo qu·e 
CD he perpendicular a todas as mais 
rectas, que a tocarem, existentes no piao 
no AB. . 

Demonstr. Tíre-se pelo ponto D nG 
plano AB huma recta_ ind;efinida Gg ; e 

tO· 
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t omem-se iguaes as partes DE, De , DF, 
Df; e tirem-se FE, e fe: serão os trian· 
gulas DEF, e Dif iguaes entre si , co-
mo tendo dous lados iguaes a dous la· 
dos , cada hum a cada hum , e iguaes 
os angulos formados por esses lados, a 
saber, EDF, e elJf: por conseguinte se-
rá FE = fe ; e por isso , e porque sâo 
iguaes as obliquas CF, e Cf; CE, e Ce 7 
pois se desvião igualmente da perpendi-
cular CD nos planos FCJ, e ECe ( -;z,7); 
serão iguaes os triangulos FCE , e fée 
( 92); e lo~o o angulo CEF ::.:-.: o .m-
gulo Cef. Temas tambem que os trian-
gulos GDE, e gDe são .iguaes, por ser 
DE = De por construcção, e ser o :.1n-
gulo GDE = o angulo gDe, e o angu--
lo DEG =o angulo Deg, pela igualda-
de dos tríangulos DEF, e Dif; logo se~ 
rá EG = eg ; por cuja razão , e porque 
concluímos ser CE = Ce, e íguaes os an-
gulos CEF, e Cif, serão os triang !los 
CEG, e Ceg íguaes enrre s.i : mas he por 
isso CG = Cg , e he pela igualdade dos 
triangulos GDE, e gDe, DG = Dg; 
logo será CD perpendicular a Gg ( 3 I ) : 
porém he Gg huma recta qualquer tira ... 
da pelo ponto D no plano AB; logo se-
-rá CD perpendicular a todas as rectas , 

que 
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que a tocarem , existentes no dito pla·~ 
no; isto he, perpendicular ao plano AB. 

I 93· C01-ol!. De hum mesmo ponto 
tomado em hum: plano não se pôde le-
vamar mais ·do que huma perpendi~ 
cular a esse plano. Porque tirando 
por duas, que fossem , hum outro pla-
no , que cortaria o primeiro ; nesse 
teriamos levantado de hum mesmo pon-
to da sua com mum secção .duas per-
pendiculares a esta: o que he absur"" 
do ( 22 )'. , 

I 94- A _recta , que não h e perpen-
dicular a hum plano, se diz obliqua, ou 
ii1cli;Jada a esse plano : e a sua inclina-
ção mede-se pelo angulo formado pela 
m~sma recta , e por outra existente no 
plano entre aquella , e a perpendicular ; 
que de qualquer ponto da dita inclinada 
se abaixar sobre o mesmo plano. Por ex.; 

fip:, . ro8, se CE he qualquer obliqua ao 
plano· AB i e CD, a perpendicular; o an~ 
guio CED medirá a inclinação da recta 
CE a respeito do plano AB. 

I9)· THEOR. Se duas, ou mais obli-
quas a hum mesmo plano, tiradtts de 
hum mes.mo ponto tomado fóra delle ; 
forem it.uaes; e/las se des'Viard-.Õ igual-

mm~ 
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mente da perpendicttlar, que do dito pon.: 
to se abaixar sobre o dito plano ; e fa- -
rão com ella a11gulos iguaes. E se fo-
rem desiguaes as obliquas; a menor se 
desviará menos da pe1-pendicular, e fa-
rá com ella hum angul() menor. 

I. 0 Sejáo, jig. 109, as rectas DE; 
DF, &c. , obliquas iguaes , tiradas para 
o plano .AB do ponto D tomado f6ra ; 
e DC) perpendicular : digo que CE =: 
CF== &c. 

Demonstr. Pois por hypothese he DC 
perpendicular ao plano AB; os triangu-
los DCE, DCF, &c. , serão rectangulos 
em C ; e serão iguaes entre si , por ser 
DC lado commum a todos,_ e todos te-
rem iguaes hypothenusas , por hypothe-
se ( 9 5 ) : logo será CE == CF == &c. ; e 
o angulo EDC == o angulo CDF == &c. 

2. 0 Seja porém DG >DE: digo que 
CG > CE. 

Demonstr. Conceba-se totalmente ap-
:plicado o triangulo CDE sobre o trian-
gulo CDG : cahirá CE sobre CG , por ser 
<> angulo DCE = o angulo DCG , co-
mo rectos : mas he DG > DE, por hy· 
pothese ; logo o ponto E cahirá entre 
C , e G ( 1.6 ) ; isto_ h e, será CG > CE •. 

R lgua~ 
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Igualmente he manifesto ser o angulo-
CDG ·> CDE. 

196. Coroll. I.0 Reciprocamente: · se 
duas, ou mais oblíquas a hum mesmo 
plano , tiradas de hum mesmo ponto 
tomado fóra delle , se desviao igual..; 
mente da perpendicular abaixada do 

r dito ponto sobre o dito plano ' ou 
fazem com ella angnlos iguaes; essas 
obliquas são iguaes. E as que me-
nos se desviao ; ou fazem com ella 
angulo menor, menores são. 

I97· Core!/. 2.0 Logo · a perpendi-
cular he a mínima ; e por conseguinte 
a unica , que de hum ponto , tomado 
fóra de hum plano , se póde abaixar 
sobre esse plano. ( He por ella que se 
mede a distancia , isto he , a altura , 
em que está hum ponto a respeito de 
hum plano.) 

198. THEOR. Se tres rectas forem 
perpmdiculares a huma quarta recta 
em hum mesmo po11to desta; as dita.( 
trts rectas estaráo no mesmo plano. 

Sejão ,fig. IIO, as rectas AB, BC, e 
BD perpendiculares a EB no ponto B : di·. 
go que AB , BC, e BD estão todas no mes~ 
m<> 'Jlano. De~ 
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Demonst1·. Se he possível , nao esrejct 

BC no plano das duas AB, e BD; e se-
ja BF a intersecção desse plano com o 
plano das. outras duas EB , e BC. Pois 
EB h e perpendicular a AB, e a BD, por 
hypothese; será EB tambem perpendicu-
lar a BF ( 192): mas he igualmente por 
l1ypothese EB perpendicular a BC; logo 
no plano EBC estão duas perpendicula~ 
res BF, e BC levantadas do mesmo pon-
to B á recta EB: o que he absurdo ( 22). 
Logo &c. 

I99· Coro!!. Por hum mesmo ponto 
de 11Uma recta não se podem condu-
zir dous planos perpendiculares a essa 
recta. Porgue se fosse isso possível ; 
poder-se-hião então tirar por esse pon-
to tres rectas; a saber , duas em hum 
dos planos , e huma no outro , que não 
estarião todas em o mesmo plano; con-
tra o que acabámos de demonstrar. 

200. PRoBL. De hum ponto , dado 
~m hum plano, levant:Jr huma perpen-
dicúlar a esse plano. 

Seja, fig. III, AB, o plano; C, o 
ponto. 
~ Solução. Tirem-se no dito plano pela 

K ,U pon· 
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ponto dado duas rectas DE, e FG per-
pendiculares entre si : e fazendo passar 
por huma dellas, por ex. , por DE, hum 
plano qualquer , nesse se tire huma per-
pendicular a DE no ponto C, e seja CH: 
então, se no plano determinado pelas duas 
rectas CH, e CF, tirarmos tambem Im-
ma perpendicular CI á recta FG no mes-
mo ponto C, digo que CI he a perpen-
dicular pedida. 

Demonstr. Com effeito, por ser DC 
perpendicular a CH, e a CF por cons-
trucção, será tambem DC perpendicular 
á rccta CI tirada no plano das duas CH, 
e CF ( 192) : mas he CI, igualmente 
por construcção, perpendicular a CF; lo-
go será CI perpendicular ao plano DCF; 
isto he , ao plano AB. 

- zor. PRoBL. De hum ponto, dado fó-
ra de hum plano, abaixar huma per-
pendicular a ess~ plano. 

Seja, jig. 109, AB, o plano; D; 
o ponto. • 

Soluçao. Tire-se do ponto D para o 
plano hum a recta ·:DE, tal , que com el-
la , fazendo centro em D, se descreva.; · 
no mesmo plai1o huma circunfere~cia de 

Cl~·
~ 
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drculo EFHE, como necessariamente o 
sed ( 195'): determine-se o seu centro 
( 43); e por este, e pelo ponto dado D 
tire-se a recta CD : digo que he CD a 
perpendicular pedida. 

202. PnoBL. Por hum ponto dado em 
huma recta conduzir hum plano per-
pendicular a essa recta. 

Seja, jig. rr2, EF, a recta ; G; 
o ponto. 

SoluÇão. Fação-se passar por EF dóus 
planos quaesquer EFH , e EFI: tire-se 
em hum a perpendicular G H, e no ou-
tro a perpendicular G I, á recta EF no 
ponto G: digo que o plano HGJ , de-
terminado por estas duas perpendicula-
res , h e o plano pedido ( r 92 ) . 

:203. THEOR. Se pelo vertice de hum 
angulo , que mede a i1zclinação de hu-
ma recta obliqua, a respeito de bum pla-
no, se tirar nesse plano huma perpen-
dicular á outra recta , que fórma com 
aquella oblfqua o dito angulo; será es-
sa perpendicular tambem perpendicular 
á mesma recta obliqua. 

Se~ 
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Seja, fig: rr3, o plano AB; e a 
recta obligua CD: e seja o angulo CDE,. 
o que mede a inclinação de CD a res-
peito do plano AB: tire-se FG perpen-
dicular a DE no ponto D , e no plano 
AB: digo gue FG será tambem perpen-
dicular a CD. . 

Demomtr. De qualquer ponto C da 
oblíqua CD se abaixe CE perpendicular 
ao plano; que cahirá sobre DE C 194): 
tome-se DF== DG; e/ tirem-se as rectas 
G E , e EF ; CG , e CF : será G E == 
EF, por ser DE, por construcçâo, per-
pendicular ao meio de FG ( 27); por 
COf1seguinte as rectas CG, e CF, se des-
viao igualmente de CE perpendicular por 
construcçao ao plano AB : logo he CG 
== CF C 196) : logo os pontos C, e D 
da recta CD estão igualmente distantes 
dos pontos F, e G da recta FG : logo 
he CD perpendicular a }l; ( 3 I ) . 

204- TuEo~. Se duas rectas forem 
parallelas, e for huma del/as perpendi-
cultzr a hum plano; so-á a outra tam-
bem perpendicular ao mesmo plano; pro-
du:âda, sendo necessario. . · 

Sejão, jig. I07, as rectas parai! elas 
.AB, 
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'.AB , e CD; e AB perp.endicular a·o pla-
no GE: digo que tambem CD he per• 
pendicular ao mesmo plano GE. · 

Demonstr. Tire-se a recta .AD; e no 
plano GE a recta FH, perpendicular no 
ponto D á intersecção BD do plano das 
parallelas com aguelle plano : será FH 
tambem perpendicular a .AD ( 203 ) ; e 
por tanto perpendicular ao plano ABD 
( I 92 ) : logo FH igualmente perpendi-
cular a CD, porque estéÍ nesse plano : mas 
he CD tambem perpendicula r a BD, por 
ser-parallela a AB perpendicular ao pla-
no GE, e por isso perpendicular a BD 
( )7 ) ; logo CD, perpendicular ás duas 
BD , e FH, será perpendicular ao pla-
no, em que ellas estão; isto h e, ao pla-
no GE. 

20). Co rol!. Duas rectas , pois, .AB, 
e CD, perpendiculares a hum mesmo 
plano GE, são parallelas entre si. Com 
dfeito a parallela, que pelo ponto D 
se tirasse a AB no plano .ABD, seria 
perpendicular ao plano GE: e pois de 
hum mesmo ponto não se póde levan-
tar mais do que huma perpendicular a 
hum plano ( 193 ) ; ella seria a mes-
ma perpendicular GD. 

206. 
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zo6. THEOR . Se duas rectas f orem 
parallelas a huma terceira, ainda que 
situadas em dijfe1·entes planos ; serão 
parallelas mtre si. 

Seja o, jig . . I I 2 , as rectas AB, e CD 
· parallelas a EF; e não esteja o as tres no 
mesmo plano : digo que AB h e paralle-
la a CD. 

Demonstr. Por hum ponto qualquer G 
da reca EF se faça passar hum plano 
HG I perpendicular a EF ( 202 ) : serão 
AB, e CD perpendiculares a esse plano, 
por serem parallelas a EF ( 204) ; e por 
conseguinte parallelas entre si ( 20)). 

207. Coroll. Logo se huma recta 
EF, situada fóra de hum plano, for pa-
rallela a huma outra qualquer AB, ti-
rada nesse plano; ella o não poderá en-
contr:u, por mais que se continue. Por-
que !=e acaso EF encontrasse o plano, 
em que existe .AB, em algum ponto del-
le ; por esse mesmo ponto , e no mesmo 
plano tirar-se-hia hu!na outra recta pa-
rallela a .I!.B; e esta seria tambem paral-
leld J EF: o que he manifesto absurdo. 

208-. THEOR. Se dous angu!os, que 
tem os lados parai/elos, ainda que si-

tua-
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tuados em differentes planos, tiverem 
as suas aberturas voltadas para a mes~ 
ma parte; ou hum delles, e o vertical-
mente oppoJ"to ao outro; os ditos angu-
los serão iguaes. 

Sejâo, jig. II4, os angulos ABD; 
e ECF, situados , cada hum no seu pla-
no ; cujas aberturas estão voltadas para 
a mesma parte; e sejão parallelos os la-
dos BA, e CE ; BD , e CF: digo que 
ABD = ECF. 

Demonstr. Fação-se iguaes as rectas 
BA , BD , CE , e CF ; e tirem-se BC , 
AD, EF, AE, e DF. Pois he AB = , 
e parallela a CE; será BC =, e parai-
leia a AE ( 99) : e tarnbem , pois he BD 
=, e parallela a CF, será BC == , e pa-
rallela a DF: logo será AE = , e pa-
rallela a DF ( 206 ) ; e por isso AD = 
EF. Logo os triangulos ABD , e ECF 
são ignaes ( 92 ) ; e por tanto iguaes os 
angulos ABD , e ECF. 

A respeito dos que tendo o~ lados pa-
rallelos, não tem as suas aberturas voltadas 
para a mesma parte; he facil de ver que são 
iguaes, se hum delles, e o verticalmente 
opposto ao outro esdo voltados para ames-
ma parte; discorrenâo, como em o n.0 63. 

Dos 
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Dos planos considerados nas dijfe1•ente.r 
ppsições, que podem ter htms a res-

peito dos outros. 

209. Similhantemente ao que disse-
mos a respeito das linhas , quando con-
corriâo em hum ponto , se diz que dous 
planos, quando concorrem, fazem entre 
si angulo. Mas para differençarmos estes. 
daquelles, chamaremos tambem angulo 
plano, ou angulo simplesmente, ao que 
l1e formêldo por du:-~s li nhas rectas ; e an-
gulo diedro, ao angulo formado por dous 
planos. 

D~mos o nome de vertice no angu~ 
lo plano ao ponto c,o concurso das li-
nhas, e a estas o de lados : daremos o 

, de .aresta no angulo .diedro á recta , em 
que os planos concorrem ; e · a estes o de 
faces. A ssim os dous planos CA, e CD, 
fig. I 14, que concorrem na recta BC, fa-
zem o angulo diedro ABCD, cuja are8~ 
ta h e BC; e as faces, os planos CA, e 
CD. 

210. THEOR. Se, em dous angulos 
diedros, tirando po1· httm ponto qual-
quer da aresta de cada hum delles duas 

per-. 
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perpendiculares á dita aresta, cada hu-
rna L m sua face, for o angulo, formado 
por essas duas perpendiculares 110 pri-
meiro, igual ao angulo, formado pelas 
outnzs duas no segundo; os dous angu-
los diedros serão iguaes. 

Sejâo, jig. II4, os angulos diedros 
ABCD, e abcd; e seja o angulo IGH, 
formado pelas perpendiculares G I, e GH 
tiradas do ponto G a aresta BC, cada 
hurna em sua face, igual ao angulo igh, 
formado pelas perpendiculares gi , e gh 
tiradas do ponto g a aresta bc, cada hu-
ma em sua face : digo que o angulo die-
dro ABCD == o angulo diedro abcd. 

Demonstr. Applique-se o ponto g sobre 
o ponto G; e ajustando a aresta bc sobre a 
aresta BC, e fazendo coincidir as faces 
cd, e CD, a recta gh se ajustará com 
a recta G H, por serem rectos os angu-
los cgh, e CGH, por construcçao : e pois 
he o plano igh perpendicular a gc ( r92); 
e da mesma sorte o plano IGH perpen-
dicular a GC; estes dous planos coinci-
diráó; por quanto' nao succedendo assim' 
teríamos por hum mesmo ponto G de 
Jmma recta conduzido dons planos per-
pendiculares a essa recta ; o que não pó-

de 
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'de ser ( I 99 ) . Logo a recta gi se a jus.; 
tará com a recta GI, por ser o angulo 
-igh = o angulo IG H por hypothese ; e 
por conseguinte ajustando-se as rectas gc, 
~ gi com as rectas GC, e GI; ta mbem 
se ajustaráó os seus respectivos planos, 
isto he, as faces c a , e CA : mas já tí-
nhamos feito ajustarem-se as faces cd, e 
CD; logo os angulos diedros ABCD, e 
abcd se ajustaráó perfeitamente; logo el-
les são igu.:1es. 

2 r r. Coroll. Segue-se pois : que di-
vidindo o angulo IGH em quantas par-
tes iguaes quizermos ; e tirando pela 
aresta BC, e por cac~a huma dessas 
divisões outros tantos planos; ficará o 
angulo diedro ABCD dividido tam-
bem em outros tantos ang ulos diedros 
iguacs entre si. E concluir-se-ha, dis-
correndo , como no n. 0 r6: gue es-
tá o angu! o IGH para o angulo die-
dro ABCD, como hum numero qual-
quer daquella s partes de IGH para o 
mesmo ·numero d' estoutras partes de 
ABCD. 

212. THEOR. Os angulos diedros es-
tão entre si, como os mzgttlos formados 
fim cada hum delles pelas perpendicula-

res 
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res ás suas arestas, tiradas de hum 
mesmo po;zto destas, cada httma em sua 
face. 

Sejão, fig. I 14, e rr 5' , os angulos 
diedros ABCD, e abcd ; e sejão os angulos 
IGH, e igh formados pelas perpendiculares 
GI, e GH respectivamenre a BC no pon-
to G; e gi , e gh respectivamente a bc 
no ponto g; cada huma em sua face: di~ 
go que ABCD : abcd :: IGH: igh. 

Dmzonstr. Prova-se por hum racioci~ 
nio em tudo similhante ao do 12. 0 I7· 

213. Coroll. 1.0 Pois os angulos for-
mados pelas perpendiculares ás arestas 
dos angulos diedros , tiradas de hum 
mesmo ponto qualquer destas , cada 
huma em sua face , são proporcionaes 
aos mesmos angulos diedros ; segue-
se gue podemos representar estes por 
aquelles : e assim · os angulos diedros 
gozao de todas as propriedades dos 
angulos planos : por ex. 

Hum plano, que cahe sobre outro 
plano, fónna com este, prod11zido , se 
for necessario, dons angulos, cada hum 
da sua parte , que juntos valem I 8o. o 

Se estes angulos são iguaes, isto he, 
.cada hum d~ 90° ;_o plano incidente se 

· diz 
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diz ser perpendicular: se desiguaes, obli~ 
quo , ou i12clinado. 

214-. Coroll. 2. 0 Logo se hum pla-
no for perpendicular a outro, tambem 
este o será a respeito daquelle. 
2I). Coro!!. 3·0 Por huma mesma 

recta , situada em hum plano , não se 
podem conduzir dous planos perpendi-
culares a ess'outro. 

216. THEOR. Se huma recta, sen-
do perpendicular á intersecção de dous 
pla1to.r, que fazem entre si a12gulo recto, 
for ao mesmo tempo perpendicular a httm 
delles; ella estará _situada 120 outro. E 
recip1~ocame1tte : se estive1· situada em 
hum; e !la será perpe12dicular ao outro. 

Seja, jig. r I I , DE a secção com-
mum dos dous planos AB, e DEI, per-
pendiculares entre !'i; e seja CH perpen-
dicular ao plano AB no ponto C da di-
ta intersecção DE: digo que CH estará 
situada no plano DEI. 

Demo12str. Tire-se no plano ABa recta 
CF .perpendicular a DE no ponto C: e 
se acaso CH não está no plano DEI, 
nelle esteja CI perpendicular a DE no 
ponto C : teremos que , pois o plan<> 

DEI 
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DEI he perpendicular , por hypothese ; 
ao pia no AB, será o angulo ICF recto 
( 2I 3 ) ; e por consequencia CI perpendi-
cular a CE: logo CI, perpendicular ás 
duas CF, e DE, he tambem perpendi-
cular ao plano AB ( I92); e por tanto 
teremos levantado do mesmo ponto Ç 
duas perpendiculares a esse plano : o que 
l1e absurdo ( I93 ) . Logo, &c. 

~o mesmo tempo fica demonstrada 
a rec1 proca. 

2 I 7. Co rol!. I. 0 H e pois hum pia~ 
no DEI perpendicular a outro AB , 
quaiJdo aquell'outro passa por huma 
recta C H pe1 pendicular a est' outro. 
Com effeito não se pôde por DE ti-
rar hum plano perpendicular ao pla-
no AB , em que não esteja CH. 

218. Coroll. 2. 0 A intersecção IL, 
fig. II6 5 de dons planos CD, e EF, 
perpendiculares a hum terceiro AB, he 
perpendicular ao mesmo terceiro. Por-
que a perpendicular, levantada do pon-
to L ao plano AB, não póde ser ou-
tra, ~enão a mesma intersecção, visto 
que deve existir ao mesmo tempo em 
ambos os planos CD, e EF. 

219. Coroll. 3·0 Logo por huma mes-. 
ma recta, que· não he perpendicular a 

hum 
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hum plano , não se podem conduzir 

' dous planos perpendiculares a ess'ou-
tro. Porque então essa recta seria per-
pendicular ao dito plano ; o que he 
contrá supposto. 

220. Chamão-se planos parai/elos a-
quelles, que nunca se podem encontrar, 
por mais que se continuem de huma , e 
outra parte. 

221. THEOR. Se dous planos fo7~em 
parai/elos, e for huma recta perpendi-
cular a hum def!es; será a mesma recta 
tambem perpmdicular ao outro; produ~ 
zida, sendo neussario. 

Sejão, jig. r I7 , os planos paralle-
los AB, e CD ; e seja EF perpendicu-
lar ao plano AB: digo que EF he tam-
bem perpendicular ao plano CD. 

Dernonstr. Não seja EF perpendicular 
ao plano CD; e seja FG huma recta nelle 
tir3da , obliqua a EF: conduza-se por 
EF, e por FG hum plano EFG; o qual 
encontrará o plano AB em huma recta 
EH: será EF perpendicular a EH, por 
ser EF, por hypothese, perpendicular ao 
plano AB: mas nós temo~ gue no mes-
mo plano HEFG he EF oblíqua a FG j 

· · - lo-



' 
n :E G noME T :1,\ ti: t6r 

logo FG, e EH prolongadas concorre-
ráõ ('59 ) ; e por conseguinte tambem de-
vem concorrer os planos AB , e CD , em 
que ellas estão ( r88): o que he contra 
a hypothese. Logo , &c. 

222. Coroll. Dous planos AB , e 
CD, perpendiculares a Jmma mesma 
recta EF, são parallelos entre si. Com 
effeito, o plano, que pelo ponto F se 
tirasse parallelo a AB , seria perpen-
dicular a EF: e pois por hum mes-
mo ponto de huma recta não se pôde 
conduzir mais do que hum plano per-
pendicular a essa recta( 199); esse pla-
no parallelo seria o mesmo plano CD. 

223. THEOR. Se duas para!le!a.r 
forem cortadas por dous planos paral-
lelos; as partes interceptas serão iguaes 
entre si. ' 

' Sejão , fig. r I 8 , as parallelas EH, 
e GF, cortadas pelos planos parallelos 
AB, e CD: digo que EH == GF. 

Demonstr. Tirem-se as rectas EG, e 
HF, que são as intersecções do plano 
das parallelas com os dous planos paral-
lelos : e pois estas intersecções sâo tarn-
bem parallelas, porque, não o sendo, con· 

L cor-
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correnao em hum ponto , e então neces-
sariamente tambem concorrerião os pla-
~os AB , e CD, em que ellas estão-, o 
que he contra a hypothese ; logo será 
EH=- GF (98 ). 

224. Sebo/. I. a " Incidentemente fica 
" demonstrado : que as intersecções de 
" dons planos parallelos com hum ter-
" ceiro , são parallelas entre si. " 

225' . Schol. :z. o " Dous planos parai-
'·' lelos, cortados por hum terceiro, tem 
" as mesmas propriedades a respeito dos 
:1' angulos diedros, que fazem com o di-
,., to terceiro , que tem duas rectas pa-
" rallelas a respeito dos angulos, que fa-
" zem com a sua secante. He canse-
" quencia do que fica dito ( 2!3). " 

226. THEOR . Se duas rectas, que fa-
zem hum angttlo em hum plano, forem 
pan1llelas a outras duas rectas, que fa-
zem otttro angulo em outro plano; se1·á 
o plano, determinado pelas duas primei-
ras, parallelo ao plaJJo deternzinado pe-
las duas outt·as. 

Sejão , fig. I r9, os angulos ABC; 
e DEF, cada hum no seu plano; e seja 
a recta ·.AB parallela a DE ; e BC pa-

ra-



DE GEOMETRIA. 163 
rallela a EF: digo que o plano ABC h e 
parallelo ao plano DEF. 

Demonstr. Abaixe-se do ponto B 1mrna 
perpendicular BG sobre o plano DEF 
( 201 ) ; e pelo ponto G tirem-se neste 
mesmo plano as rectas , GI-l parallela a 
DE, e GI parallela a EF: será tambem 
AB parallela a GI-l, e BC parallela a 
GI ( 206): mas he BG perpendicular ás 
rectas GH, e GI, porque o he por con-
strucção ao plano DEF; logo tambem 
BG será perpendicular ás rectas AB , e 
BC ( )7); e por conseguinte ao plano 
ABC. Logo o plano ABC he parallelo 
ao plano DEF ( 222). 

227. PROBL. Dado hum plano , e 
hum ponto fóra del/e , tirar por esse 
pon!o hum outro plano paroJ/elo ao pí·i-
metro. 

Seja, fig. I 19, DEF o plano ; B, 
o ponto. 

Solução. Tirem-se no dito plano duas 
rectas quaesquer DE, e EF, que façãG 
angulo; e pelo ponto B no plano BED 
a recta BA parallela a ED; e no pla-
no BEF a recta BC parallela a EF: di-
go que o plano ABC determinado por 

L ii es-
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estas duas rectas AB, e BC he paralle-
lo ao plano DEF ( 226). 

228. THEOR. Se de hum mesmo po7t-
to, tomado fóra de hum plano, se ti1~a
rem rectas para d~lferentes pontos des-
se pla110; e e.r sas rectas se co: tarem por 
httm sezU1tdo plano para/leio ao primei-
ro ; ficaráõ as ditas rectas cortadas 
proporcio11alme1~te. E não .rerão assim 
cortadas, .re o dito segundo plano não 
for para/le!fJ ao primeiro. 

Seja, .fig. I 20 , o plano GE; e do 
ponto I, tomado fóra , se tirem para os 
pontos K , L , M deste plano ~s rectas 
JK, IL , IM, que se cortem pelo pla-
no ge, parallelo a GE, nos pontos . k, 
l, m: digo que IK, IL, IM, estão cor-
tadas proporcionalmente; isto he, IK ~ 
lk : : IL : I! : : IM : lm. 

Demon.rtr. Tirem-se as rectas kl, e 
KL ; lm , e LM; km, e KM : e pois 
estas são as intersecções dos planos pa-
rallelos ge, e GE com cada hum dos pla-
nos IKL , ILM, IK1vl ; serão paralle-
las kl, e KL; lm, e LM; km , e KM 
( 224) : e por tanto teremos IK : lk : : 
JL : It : : IM : Im ( 108 ) ; istq he , 

as 
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as rectas IK , IL , IM, estão cortadas 
proporcionalmente. 

{h1anto á segunda parte; facilmen· 
te se deduz do que acabamos de demons· 
trar; discorrendo como em o n. 0 108: 
c tiraremos igualmente Corollarios analo-
gos; isto he : que (reciprocamente) se 
taes rectas estiverem cortadas proporcio-
nalmente ; os pontos , em que o estive-
rem, estarão em hum mesmo plano pa-
rallelo ao primeiro. 

229. Schol. " Por ser tambem IK : 
" Ik : : KL : kl : : IL : Il : : LM: 
" lm : : IM : Im : : Km : km; e por 
" isso KL : kl : : LM : lm : : KM: 
" km; os dous triangulos KLM, e klm 
" serão similhantes (I 19). E o mesmo 
" se dirá de outras quaesquer figuras 
" ABCDF, e ahcdf, quando são mais 
" de tres as rectas conduzidas do pon-
" to I para estes planos. Porque, tiran-
" do dos pontos correspondentes a, e A, 
" em cada huma das figuras , as diago-
" naes ac, e AC; ad e AD, &c., con-
" cluir-se-ha do mesmo modo a similhan-
" ça dos triangulos ABC, e ahc ; ACD, 
" e acd, &c. ; e por consequencia a das 
" duas figuras ( I 5'3 ) . " 

Dos 
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Dos angulos sol~ dos . 
230. He facil de conceber, que , se 

tres , eu mais planos, concorrendo dous 
a dous , fizerem tres, ou mais angulos 
àiedros, cujas arestas concorrão todas em 
hum mesmo ponto , ellas reuniráó nesse 
ponto outros -tantos angulos planos, que 
terão toclos o mesmo vertice, e a dous, 
e dous hum lado commum. 

A esta reunião de tres , ou mais 
angulos planos concurrentes em hum pon-
to, e existentes, cada hum no :;eu p:a-
no , he que se dá o nome de angulo so-
!ido, ou mais propriamente de angulo po-
lyedro. Se he formado por tres angu-
los planos , isto he , se tem só tres fa-
ces, chama-se angulo triedro: se quatro, 
angulo tetr 1edro: &c. 

O ponto do concurso dos angulos 
planos, que formão hum angulo polyedro, 
tambem se diz ve;·tice delle ; assim co-
mo tambem arestas delle, as arestas dos 
angulos diedros, que o torneão. 

Hum angu!o polyedro, qualquer, se 
nornêa, lendo em primeiro lugar a letra , 
C}Ue marca o seu vertice, e depois as C}Ue· 
designâo cada huma das suas arestas. Por 
ex. para nomearmos o angulo triedro ,jig. 

121, 
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12 r , cujo vertice he D , diremos o angu-
lo triedro D.ABC. 

Seis pois são a~ causas, gue se distin-
guem em hum an8ulo triedro ; a saber: tres 
angulos planos, e tres angulos diedros. 

23 r. THEOR. Dos t;·es a.ngulos pla-
no.r , que formão hum. a12gulo triedro , a 
somma de quaesquer dous he maior do 
que o te1'ceiro. 

Seja , jig. I2I , o angulo triedro 
D.llBC, formado pelos tres angulos pla-
nos .ADC, CDB, e ADB: digo gHe a 
somma de quaesquer dous, isto he , ADC 
+ .ADB > CDB. 

Demo1zstr. Sejâo os tres <mgulos desi-
guaes; e seja CDB o maior. Tire-se no 
plano deste a recta DE , de n:odo que 
seja o angulo CDE == ADC; e fazendo 
DE = DA, tirem-se as recras CEB, 
AC, e AB : os triangulos ADC, e CDE 
serão iguaes ( 87) ; e por tanto AC == 
CE : mas he AC + .IJB > BC, isto 
he , AC -t- AB > CE + BE ; se ti-
rarmos de huma , e outra parte as linhas 
iguaes AC , e CE ; ficará AB > BE : 
mas nos triangulos ADB, e EDB , por 

. ser DB commum, DE = DA por cons-
trucção, e AB > BE, h e o angulo .ADB 

:> 
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·> EDB ( 94) ; será a som ma dos an-
gulos CDE, e ADB tambem maior que 
a dos angulos CDE, e EDB ; isto he , 
ADC + ADB > CDB, por ser CDE 
:::: ADC por construcção. 

Qyando os tres a ngulos planos são 
iguaes, ou quando, sendo desiguaes, entra 
na somma dos dous o maior de todos os 
tres; he evidente que , em ambos os casos, 
será essa som ma maior , do que o terceiro. 

232. THEOR. A somma de toâos os 
angulos planos, que formão hum angulo 
polyedro co11vexo ; isto he , em que não 
ha angulo diedro reintrante; he----sempre < 36o.o \ 

Seja , jig. 122 , o angulo polyedro 
convexo ABCDE : digo que a somma 
de to~ os angulos planos, que o com-
poem, isto he, BAE + EAD + DAC 
-i- BAC < 360°. 

Demo11str. Tire-se hum plano qualquer 
BCDE, que encontre todos os outros pia~ 
nos , ou faces do angulo polyedro . pro-
posto : formaráõ as secções desse plano 
com cada huma das ditas faces hum po-
lygono BCDE ; e farão das mesmas fa-
ces outros tantos triangulos. Isto posto , 

CO• 
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como a somma de dous angulos planos 
quaesquer he maior , do quc: o terceiro ; 
em cada hum dos angulos triedros, cu· 
jos verrices são B, C, D, E, será ABE 
+ ABC > CBE ; 13EA + AED > 
BED; EDA + ADC > EDC; DC'/1 
+ ACB > BCD ; e por conseguinte , 
sornmando todos os a ngulos, que est3o 
de hum lado, e por ordem aos que per-
tencem a hum mesmo triangulo ; vid. 
(ABE + BEA) + (AED +-EDA ) 
+ (ADC+ DCA)+ (ABC+ ACB) > CBE + BED + EDC + BCD , 
que he a somma de todos os ang~los do 
polygono. Logo será a somma dos sup-
plementos de cada dous desses angulos 
de cada triangulo, isto he, a som ma de 
todos os angulos planos, que formão o 
angulo polyedro , menor que a somma 
dos supplernentos de todos os angulos 
do polygono,a qual he 360° (138). 
Logo &c. 

233. Coroll. Não pois quaesquer tres 
angulos planos formaráõ hum angulo 
polyedro , se a sornma de quaesquer 
dous for ==, ou< o 3·0

; e a sornma 
de todos ==, ou > 360.~ 
234- THEOH. Se, em dous angulos 

trie· 
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t riec{ros, forem os tres angulos planos , 
que formão hum , iguaes aos tres angu~ 
los planos , que formáo o outro , cada 
hum a cada hum ; serão os a1>gulos die-
dros, formados pel?s planos dos angulos 
iguaes, tambem respectivamente iguaes. 

Sejao, jig. I2I *,os angu~os triedros 
DABC, e dabc; e sejão os angulos pla-
nos do primeiro ADC, CDB , e BDA 
respectivamente iguaes aos angulos planos 
do segundo adc, cdb , e bda: digo que 
serão iguaes os angulos diedrrn; ADCB, 
e adcb; CDBA, e cdba; CDAB, e cdab. 

Demo;utr. Fação-se ig uaes as arestas 
DA, DB, DC, da, db , de; e tirem-se 
as rectas ..I!B, AC , BC, ab , a c , bc. 
He facil de reconhecer a igualdade dos 
triangulos isosceles ADB, e adb; ADC , 
e adc; CDB , e cdb (87 ). Logo serão agu-
dos , e iguaes os angulos DAB, e dab ; 
DAC , e dac , &c. ; e AB-= a.b; AC 
::=: ac ; BC = bc : e por. tanto o trianeu-
Jo ABC igual ao triang.ulo abc (92). Is-
to pos'é0 ; nas arestas commubs a dous 
angulos p:lanos respectivamente iguaes , 
por ex. nas ar..estàs DA, e dá temem-se 
iguaes as partes AG, e ag ·: e concebão-
se nos pontos G, e g dous planGs per-

pen- · 
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pendicuJares a essas arestas; a saber , o 
plano HGF á aresta DA, o qual neces-
sariamente encontrará as rectas AB , e 
A C ; e o plano hgf á aresta da, o qual 
tambem encontrará as rectas ab, e ac : 
serão os triangulos A GF, e AGH rectan-
gulos em G ( r 92 ) , assim como o se-rao em g os triangulos a gf, e agh: por 
isso , e por ser AG == ag por construcçâo; 
e serem iguaes os angulos DAB , e dab; 
D.LJC, e dac; serão iguaes os triangulos 
AG F , e a gf; A G H , e agh ( 90 ) ; e 
logo A F :=:. af; GF == gf; AH = ah; 
HG = hg ; donde, e de ser o angulo 
BAC = o angulo bac, pela igualdade já 
mostrada dos triangulos ABC, e abc, se 
concluirá que são iguaes os triangulos 
..llF H, e afh ( 87 ) ; e por conseguinte 
HF == hf L ogo os triangulos HFG , e 
hfg serão tambem iguaes, ( 92), e por 
tanto iguaes os angulos HGF, e h gf, 
que medem os angulos diedros CDAB, 
€ cdab (2ro). Logo estes são iguaes. 

Do mesmo modo se mostrará a igual-
dade respectiva dos outros. 

235'· THEOR. Se, em dous angulos trie· 
dros, forem os tres angulos planos, que 
formão hum, iguaes aos tres a1tgulos pfa. 

nos, 
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nos , que formáo o outro, cada hum a ca-
da hum, e similhaJttenzente dispostos; os 
d?us angulos triedros serão iguaes. 

Sejão, jig. I 2 r , os angulos triedros 
DABC, e dabc; e sc::jão os angulos planos 
do primeiro ADC, CDB, e BDA respecti-
va mente íguaes aos angulos planos do se-
gundo adc, cdb, e bda, e similhantemen-
te dispostos: digo que o angulo triedro 
DABC = o angulo triedro dabc. 

Demonstr. Conceba-se applicado o pon-
to d sobre o ponto ]) , e a aresta da sobre 
a aresta JJA; e fação-se coincidir as faces 
a ele, e ADC: cahirá a aresta de sobre a 
aresra DC, por ser o angulo plano adc 
== o a ngulo pia no ADC, por hypothese; 
e a face cdb sobre a face CDB , por ser 
o angulo diedro adcb ==o angulo diedro 
ADCB (2,34); e a aresta db sobre a aresta 
DB, por ser o angulo plano cdb ==o an-
gulo plano CDB, tambem por hypothese. 
Logo a face adb , determinada pelas ares-
tas ad, e db, confundir-se-ha tambem com 
a face ADB; e por conseguinte se ajus-
ta ráó perfeitamente os angulos triedros 
DABC, e dabc. Logo elles são iguaes. 

TER-
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TERCEIRA SECÇÃO. 

Dos corpos. 

236. N Ao sendo os corpos geo-
metricos outra cou~a mais, gne certos vo-
lumes terminados deste , ou daguelle mo-

. do, por hum a , ou mais superficies ; re-
sulta daqui que elles não appresentão to-
dos o mesmo aspecto , isto he , a mes-
ma figura. 

Consideraremos unicamente nesta 
Secção os corpos, ou volumes terminados 
por superficies planas ; e entre os, que 
são terminados por superficies curvas, só 
trataremos daquelles, cuja figura, ou os 
mesmos corpos, tem Ç> nome de pyrami-
de conica, de cylindro, e de sphéra. 

Os volumes terminados por superfi-
cies planas formão os corpos , que se 
cbamão co1-pos polyedros , ou polyedros 
simplesmente; e essas superficies se dizem 
faces dos corpos : e não menos de qua-
tro podem fechar volume , isto he, for-
mar hum corpo. 
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237. Tem geralmente o nome de py-
ramide todo o polyedro, em que humâ 
das faces , gue se chama base, póde ser 
hum polygono qualquer ; e todas as mais 
faces são triangulos , que tem por ba~es 
os bdos desse polygono, e todos tem 
hum vertice commum , que tambem se 
diz vertice da pyranzide. 

A perpendicular, tirad1 do vertice 
sobre o plano da base, chama-se altura 
da pyramide. 

As pyramides tornao di.fferentes no-
mes da figura das suas ' bases : por ex. ' 
se a base he hum triangulo , chama-se 
pyramide triangula1", ou tetraedro sim-
plesmente: fig . r2r. Se hum quadrilatero, 
pyramide quadrangular: fig. 122; &c. 
E se a base he hum polygono regular, 
e a perpendicular tirada do vertice, isto 
l1e, a sua altura, cahe no centro des~e po-
lygono ; diz-se que a pyramide he regu-
lar: jig. 123. 

238. THEOR. Em qualquer pyramide 
re_gular a .r faces, que terminão 110 vertice, 
.rao todas triangrtlos isosceles, e iguaes. 

Seja, jig. 123 , a pyramide regular 
ABCDE , cujo verrice A : digo que as 

fao 
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faces BAC, CAD , &c. são triangulos 
isosceles, e iguaes. 

Demonstr. Com effeito , por ser regular 
o polygono da base, serão iguaes as ares-
tas AB , AC, .AD , &c. ( I 96 ) ; como 
tambem iguaes os lados BC, CD, DE, 
&c.: logo serão isosceles ( 68 ) , e iguaes 
( 92) os triangulos BAC, CAD, &c. 

239· Coroll. São pois iguaes entre si 
as perpendiculares tiradas do vertice da 
pyramide regular sobre cada hum dos 
lados da base : e estas chamão-se apo-
themas da pyramide. 

240. Toda a secção feita em huma 
pyrarnide por hum plano parallelo ao da 
base , he huma figura similhante á da di-
ta base ( 229-). 

A porção da pyramide comprehen~ 
dida entre 2quella secção , e a dita base 1 

chama-se tronco da pyrarnide , ou pyra-
miáe trtmcada: a mesma se: ç5.o tambem 
·se diz base : e he facil de ver que as 
mais faces do tronco são todas trapezios; 
e estes iguaes, se elle he tronco de py-
ramide regular. 

2.41. O polyedro, em que ha duas 
faces oppostas iguaes , e parallelas , que 
-se chamão bases, e todas as mais faces 
sâe> parallelogramrnos , tem indistincta-

mell· 
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mente o nome de prisma : jig. 124, I2) ~ 
126' 127· 

A sua al tura he a perpendicu1ar ti-
rada de hum ponto qualquer de huma 
das bases sobre o plano da outra base. 

Diz-se que hum prisma he recto, 
quando a aresta he perpendicular á ba~e; 
e por consequencia igual á altura ( 20), 
e 223 ) : fig. 125 , e r 26: e obliquo, quan-
do assim não he: jig. I ;:,4, e 127.. 

Tomão tambem os prismas differen-
tes nomes da figura das. suas bases : por 
ex., se a base he hum triangulo, chama-
se prisma triangular : jig. r 24- Se hum 
quadrilatero, prisma quadrangular: jig. 
127 ; &c. Se huR1 parallelogrammo, pa-
rallelipipedo. Se hum rect<:1ngulo , e o, 
prisma he recto , parallelipipedo 1'ectan-
gzdo : flg-: I 25. Se hum quadrado , e o 
prisma he recto, e a aresta igual ao la-
do desse quadrado, cubo : jig. 126. 

242. THEOR. Toda a seccão, feita 
em hum prisma por hum pla~o paral!e-
lo ao da base, he huma figura igual á 
da dita base. 

Seja, fig. 124, o prisma ABDF; e 
bdf a sec~ão feita por hum plano paral-

le-
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leio ao da base : digo que a figura bdj 
l1e igual á figura BDF. 

Demonstr. Pois são parallelas as sec-
ções respectivas de cada hum dos planos 
parallelogrammos AD, DE , EB , com 
os planos parallelos DBF, e dbf; isto 
h e, bà parallela a BD; 4f a DF; &c. 
( 224); serão iguaes bd a BD; dfa DF~ 
&c. ( 98 ) ; e iguaes os angulos BDF, e 
bdf, &c. ( ::w8): logo as figuras bdf, e 
BDF se podem perfeitamente ajustar; e 
por tanto são iguaes. 

243· O volume terminado por hum 
circulo, e por huma superficie, na qual 
todas as rectas, tiradas da circunferencia 
desse circulo, concorrem em hum mes~ 
mo ponto , fórma o corpo, que se cha-
ma pyramicle co1tica: fig. 128, e 129. 
, Esse ponto he o vertice: o circulo, 
base : e se a recta , que prende o verti-
ce , e o centro da base , he perpendicu-
lar a esta ; a pyramide conica se diz ser 
recta: fig. 128: e obliqua, no caso con-
trario : fig. 129. 

A recta, tirada do vertice para hum 
ponto qualquer da circunferencia da base, 
chama-se laào : para o centro, eixo : e 
perpendicular á base , altura. . 

A pyramide cooica recta póde tam-
M bem 
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bem considerar-se, como gerada pela_ re!. 
volução inteira de hum triangulo rectan-
gulo ABC, jig. 128, ao redor de hum 
dos lados do angulo recto AC, suppos• 
to immovel. 

244· THEOR. Toda a secçáo, feita 
em buma pyramide conica por hum pla- , 
no parallelo ao da base , he sempre hum 
circulo. 

Seja, jig. 129 , a pyramide conica 
'ABDE: digo que a secção feita pelo pla-
no bçle parallelo ao da base, he hum cir-
culo. 

Demonstr. Imagine-se o eixo AC; e to-
mem-se no contorno da dita secção quaes-
CJUer pontos b, e , d , &c. : tirem-se por 
elles , e pelo vertice A, as rectas AB , 
AE , AD, &c. ; e os raios CB, CE, CD, 
&c.; e as rectas cb , ce , cd, &c. : será 
AB : Ab :: CB : cb : : AE : Ae : : 
CE : ce : : AC : Ac : : CD : cd : : 
&c. ( 229) ; e logo CB : cb : : CE : ce 

CD : cd : : &c. : mas he CB == CE 
== CD == &c. ; logo tambem cb · ce 
== cd = &c.; o que mostra que a dita 
secção he hum circulo. 

A por~ão da pyramide conica , com-
pre~ 
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,}'tehendida entre aguella secção; e a base; 
tem o nome de tronco, ou de pyramidé 
conica truncada. · 

2-4.). O volume terminado por dous 
circulas iguaes, e parallelos, e por lmm~ 
superficie, na qual todas as rectas, tira .. 
das de lnima dessas circunferencias par~ 
~ outra , são parallelas entre sí, fórma o 
torpo, que se chama cylindro: jig. I 30 » 
e 13r. . 

Qyalquer desses circulas he base : e 
se a tecta , que prende os seus centros , 
lhes he perpendicular; o cylindro se diz 
ser recto: jig. i: 30 : e obliquo, no caso 
contrario; jig. I3 r. 

A recta, tirada de hum ponto qual· 
quer de hun1a dessas citcunferencias pa-
ra a outra , na superficie do cylindro, cha~ 
ma-se lado: a que prende os centros das 
bases, eixo : e a que he perpendicular a 
estas, altttra. 

O cylindro recto póde tambem con-
siderar-se , como gerado pela !"evolução 
inteira de hum rectangulo .ABC1C, jig. 
I 30 , ao redor de hum dos seus lados 
CC', supposto immovel. 

246. O volume terminado por huma 
uniéa superficie , na qual todos os pontos 
estao igllíllmente distantes de hum outro 

·M ii pon~ · 
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ponto existente dentro delle volume, fór-
ma o corpo , que se chama sphé1ra. 

Esse ponto se diz centro : as rectas 
tiradas delle para a superficie , raios: e 
a que passa pelo centro , e termina de 
huma , e outra parte na superficie, dia-
metro. 

Tambem a sphéra póde-se conside-
rar, como gerada peia revolução inteira 
de hum semi-circulo CADB ,jig. r 32, ao 
redor do diametro AB, supposto immo-
vel. Este diametro chama-se eixo. 

247· THEOR. Se hum plano, tendtJ 
de commum hum ponto com a .ruperficie 
de huma sphéra , prolongado a 1táo cor-
tar; só terd de commum esse ponto com 
a dita .ruperficie : (e se dirá que he 
tangente). E se prolongado a cortar; 
terd então de commum a circunferencia 
de hum ci1·culo ; e o maximo serd, quan-
do o plano passar pelo centro da sphéra. 

Demonstr. !.0 Se he possível, tenha 
hum plano dous pontos communs com a 
superficie de humas phéra , de modo que, 
prolongado , a não corte : imaginem-se 
raios tirados a esses pontos : qualquer del-
les será maior que a perp€ndicular abai·. 

xa~ 
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:xada do centro da sphéra sobre o dito pla-
no ( 197 ) ; e por consequencia terá este 
hum ponto dentro da sphéra : o que he 
contra supposto. Logo &c. 

QJ.1anto á. 2.• parte; facilmente se de-
monstra pelo n. o I95' , imaginando raios 
a todos os pontos da secção. 

248. Coro!!. Logo a menor recta , 
que do centro de huma sphéra se pÓ· 
de tirar a hum plano tangente, he o 
raio, que vai ao ponto do contacto: 
por conseguinte será o dito plano per-
pendicular a esse raio ( I 97 ) ; e por 
isso o unico , que he tangente nesse 
ponto ( 199 ) . 

249. PROBL. Dada · httma sphéra, a-
char o seu diametro. 

Seja, jig. 133 , a sphéra ABDEF. 
Soluçao. Tome-se nella hum ponto qual-

quer A; e por meio de hum compasw 
curvo, fazendo centro em A , e com hu-
ma abertura qualquer AD , se descreva o 
circulo menor DFEG : marque-se na cir-
cunferencia deste qualquer ponto D; e 
com intervallos iguaes para huma , e ou-
tra parte, os pontos F, e G : com as cor-
das DF, DG, FG tomadas entre as pon-

tas 
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'tas do compasso , se construa á parte o 
'tr[a ngulo isosceles FDG, de cujo vertice 
D se abaixe sobre a base FG htJm a per.~, 
pendicular indefi nid a; e de lmm dos ponq 
tos F, ôu G, por ex. , de F, se levan-
te sobre DF a perpendicular FE : será 
DE = o diametro do circulo menor des-
cripto sobre a sphéra. Com DE, e as 
cordas AD , e AE iguaes, se construa 
outro tria ngulo isosceles A' D' E' : de 
A' se abaixe sobre a base D' E' 1mma 
perpendiéular indefinida ; e de D' sobre 
A' D 1 se levante a perpendicular D' 8': 
digo que A' B 1 l1e::::: o dia metro da sphé~ 
ra dada. 

2)0. A porção de huma sphéra , que 
he cortada por hum plano , chama-se 
.regmento spherico: consideraremos porém 
só os segmentos menores, que hum he-
mispherio. 

O circulo, que resulta da secção desse 
plano, he a base; e a altura he a par-

, te intercepta do raio da sphéra , que pas-
sa pelo centro dessa base. 

O segmento spherico póde tambem 
considerar-se , como gerado pela revolu-
çã-o in teira de hum semi-segmento de cir-
culo, por ex. , DAF, jig. I 32 , ao re~ 
dor da pmtío immovel AF do raio CA. 

A 
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A superficie , gue neste movimento 

descreve o arco AD , tem o nome de 
Z0710. 

:2)!. Sector spherico he o corpo, gue 
se compõe de huma pyramide conica re-
cta , cujo lado he raio de huma sphéra ; 
e de hum segmento desta , da mesma 
base da pyramide , unidos perfeitamente 
por ellas. 

Tambem o sector spherico póde con• 
siderar-se, como gerado pela revoluçao 
inteira de hum sector de circulo, por ex., 
CAD, fig. r 32, ao redor do raio CA, 
s1;1pposto immovel. 

De algu;ts casos da igualdade dos te-
traedros. 

2):2 THEOR. Se, em dous tetraedros, 
forem duas faces de hum iguaes a duas 
faces do otttro, cada huma a huma, e 
similhantemente dispostas; e iguaes os 
angulos diedros ,formados por essas duas 
faces em cada hum dos tet1-aedros; os 
dous tetraedros serão iguaes. 

Sejão ,ftg. 121 , os tetraedros DABC, 
e dabc; e sejao as faces ADC, e CDB 

do 
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do primeiro respectivamente ignaes ' ás fa.; 
-ees a de, e cdb do segundo, e similhan-
temente dispostas ; e o angulo diedro 
ADCB = o angulo diedro adcb: digo 
que o tetraedro DABC he igual ao te-
traedro dabc. 
: Demonstr. Ajustem-se os dous angulos 
diedros , pondo , por ex. , o segundo so-
bre o primeiro , de modo que o ponto 
d fique sohre o ponto D : então o pon-
to a ca h irá sobre o ponto A; o ponto c 
sobre o ponto C; e o ponto b sohre o 
ponto B; pela igualdade das faces ADC, 
e adc ; CDB, e cdb. Logo tambem a fa-
ce adb se ajustará com a face ADB; e 
a face abc com a face ABC; e os te-
!raedros se confi.mdiráô. Logo elles são 
1g11aes. 

. 2)3. THEOR. Se, em dous tetraedros]) 
forem 11-es face.r , que formão hum an-
gulo triedro em hum, iguaes a tres fa- . 
ce.r , que fo rmão hum angulo triedro no 
outro, cada huma a cada huma , e si-
milharttemente dispostas ; os dous te-
traedroJ urão iguaes. 

Sej :ío, fig. I2 r, os tetraedros DABC, 
e d .. bc; sejao as tres faces do primei'5' 

r o 
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:ro ADC, CDB ~ e B DA, que formão o 
angulo triedro em D , respectivamente 
iguaes ás tres face~ do segundo adc, cdb, 
e bda, gue formão o angulo triedro em 
d, e similhantemente dispostas: digo que 
o tetraedro D.ABC he igual ao tetraedro 
dabc. 

Demonstr. Com effeito, pois os dous 
angulos triedros são formados por angu-
los planos respectivamente iguaes, e si-
rnilhantemente dispostos, segundo a hy-
pothese; os dous angulos triedros ~e ajus-
taráó (235'). Ajustem-se pois, pondo, por 
ex., o segundo sobre o primeiro : o pon-
to a cahirá no ponto A; o ponto c no 
ponto C; e o ponto b no ponto B; pe-
la dita igualdade das faces. Logo tam-
bem a face abc se ajustará com a face 
ABC; e os tetraedros se confundiráó. Lo-
·go elles são iguaes. 

2') 4· THEOR. Se, ern dous prismas, 
forém tres faces , que formão hum an-
gulo triedro em hum, iguaes a tres fa-
ces, que formão httm a11gulo triedro 11 0 

outro, cada httma a cada bttma, e si-
milhantemente dispestas; os dous pris-
mas serão iguaes. 
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· Sejão, fig. I 34, os prismas .AH, e ah; 
e sejão as tres faces do primeiro AL , 
EI, e ABCDE, que formão o angulo 
triedro em E , respectivamente iguaes ás 
tres faces do segundo a!, ei, e abcde, 
que formão o angulo ~riedro em e, e si-
núlhan temente dispostas: digo que o pris-
ma Ari he igual ao prisma oh. 
. Demmzstr. Ajustados os an.gulos trie-
dros em E, e e ( 235); as faces iguaes 
.AL, e a!; EI, e ei; e ABCDE, e abcde 
tambem se hão de í'ljustar; e da mesma 
sorte as arestas iguaes DI, e di; DC, e 
ilc : mas as arestas DI, e DC determi-
nao o parallelogrammo DH, e as arestas 
di, e de o pHallelogrammo dh, como 
faces lateraes, qne são de prismas ; logo 
estes p<1ralldogrammos tambem se ajusta-
riô. Do mesmo modo se demonstrará que 
todos os outros parallelogrammos do pris-" 
ma AI-I se hão de ajustar com os do pris-
ma ah ; e por conseguinte o polygono 
FGHIL com o polygonoft·hil; visto que 
:fido os lados de hum confundidos com 
()S do outro. Logo &c. 

Dos corpos simithantes. 

2)5. Dous polyedros são similhantes , 
quan• 
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<:J.uando, tendo o mesmo numero de fa~ 
ces, são os angulos polyedros de hum res-
pectivamente iguaes aos angulos polyedros 
do outro; e similhantes as faces, que, 
em hum, e outro , ficão adj acentes aos 
anBulos polyedros iguaes; e (J_ue se cha-
tnão faces homologas. 

Dizem-se tambem homologas os an ... 
gulas polyedros, a que ficão adjacentes 
as faces homologas. 

Q.t,1anto aos cylindros, e ás pyrami ... 
des conicas; são similhantes aquelles , ott 
aquellas, cujos eixos, e diametros das ba-
ses são proporcionaes , e igualmente in-
clinados entre si. _ 

256. THEOR. Se, em dous tetraed?'OS', 
forem duas faces de hum similhantes a 
duas faces do outro, cada huma a cada 
huma, e .rimi/hantemente dispostas; e 
iguaes os angulos diedros formados por 
essas duas faces em cada hum dos te-
traedros; os dous tetraedros serão simi-
lhantes. 

. Sejão ,jig. I 20, os tetraedros IKlvlL , 
e ikml; e sejão as faces KIL, e Lllvf 
do príme.iro respcc rivamente similhantes 
ás faces kil; ~ lim do segundo, e simi~ 

lhan-

, I 
j 
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l11a ntemente dispostas ; e seja o a·ngulo. 
diedro KILM == o angulo diedro kilm. : 
digo que o tetraedro IKML he similhan-
"te ao tetraedro ikml. 
· Demonstr. Tome-se na aresta IL ho. 
mologa a i! a parte I!== i!; e pelo pon-
to l conduzindo hum plano ge paral!elo 
a base KLM ( 227) ; corre-se o tetrae-
dro Ikml, que será similhante ao totaL 
IKML ( 2{5 ) . Pois o angulo diedro 
](] LM h e = o angulo diedro kilm por 
bypothese; e he o triangulo Ikl igual ao 
triangulo ikl, por se-r I!== i! por cons-
trucçao, .angulo KIL == o angulo kil 
pela similhança dos triangulos, e o an-
guio Ih! == o angulo ikl, por ser cada 
:hum destes == I KL , pela mesma simi-
lhança ( 90); e do mesmo modo se de-
monstra ser o triangulo Ilm igual ao trian-
gulo ilm; sed. o tetraedro Ikml igual _ ao 
tetraedro ikml ( 252 ) : e por conseguin-
te o total IK M L similhante a Ilzml , tam-
hem será si111ilhante a ikml. 

257· THEOR. Se, em dous tetrae-
dros, forem tres faces, que formão hum 
angulo· triedro em hum, similhantes a 
tres faces, que formao hum angulo trie-
dro 110 outro, cada httma a cada huma, 

e 
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e similhantemente dispostas; os doru te-
traedros serão similbantes. 

Sejão ,jig. no, os tetraedros IIClvfL, 
e ikml; e sejão as tres faces do primeiro 
KIL, Lllvf, e MIK, gue formão o an~ 
gula triedro em I, respectiva mente sim i~ 
lhantes ás tres faces do segundo kil, lim '} 
e mik , gue form ão o angulo triedro em 
i, e similhantemcnte dispostas : digo gue 
o tetraedro IKML he similhante ao te· 
traedro ikml. 

Demonstr. Operando, e discorrendo , 
çomo na demonstração do Theorema an-
tecedente , se mostrará a simiiha nça dos 
tetraedros IKML, e Ikrnl; e a igualda-
de dos triangulos lkl, e ilzl; Ilm, e ilm; 
lkm, e ikin: e disso se concluirá a igual-
dade dos tetraedros Ikml, e ihml (253); 
e por conseguencia a similhan~a dos dous 
IKML, e ikml. 

2)8. THEOR. Se , em dttas pyrmni-
des, forem todas as faas .de h uma -si-
milhantes a todas as faces da ouira, 
t:ada huma a cada huma , e simiihmz-
temente dispostas; as duas pyramides 
serão similhantes. 
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~· Sejâo,jig. r3), as pyramides FABCDE~ 
e fabcde; e sejâo as faces da primeira 
AFB, BFC, CFD, DFE, EFA, e 
,ABCDE respectivamente similhantes ás 
faces da segunda afb, bfc, cfd, dfe, efa ~ 
e abcde, e similhantemente dispostas: di,. 
go que a pyramide FABCDE he simi,.. 
Jhante á pyramide fabcde. 

Dernonstr. Pois as faces das pyrami ... 
des são por hypothese respectivamente 
similhantes, e similhantemete dispostas; 
serão os angulos planos F AB , F AE , e 
BAE, que formao o angulo triedro ~m 
A, respectivamente iguaes aos angulos pla,. 
nos similhanremente dispostos fab, fae, 
e bae , que formão o angulo triedro em 
{t; e por tanto iguaes os angulos triedros 
em A, e a (23) ). Do mesm~ modo se 
mostrará a igualdade dos mais angulos 
triedros em B , e b ; C, e c ; D , e d; 
&c.; e por conseguinte a dos angulos po,. 
lyedros em F , e f; visto que são forma .. 
.dos por angulos plano~ respectivamente 
-iguaes, similhantemente dispostos, e to~ 
das as faces estáo de patte a patte igual-:o 
mente inclinadas entre si ( 234). ~ogo 
nas duas pyramides F ABCDE, efabcde; 
concorrem todas as circunstancias ; que 
fazem a sua similhan~a ( 2))). Logo são 
si.milhantes. 2) 9.· 
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2)9· THEOR. Se dort.r polyedros fo~ 
rem similh.:mtes; elles se dividirá/f ertt 
igttal numero de tetraedros respectiva-
mmte similhantes, e Jimilhantemente 
dispostos. 

Seja o, fig. I 3 6 , os pol yedros simi-
lhantes AGCDHEF, e agcdbef, cujas 
faces similhantes , e similhantemente dis-
postas, AG, e ag; GC, e gc; CDH, e 
cdh; HE, e h e; EF, e ef; ABf:DE, e 
abcde; e por conseguinte respectivamen-
te iguaes os angulos polyedros, a que fi~ 
cão adjacentes essas faces sü:niJhantes: di~ 
go gue os dous pol yedros se di.vidir::íõ em 
igual numero de tetraedros respectivamen-
}e similhantes, e similhantemente dispas ... , 
tos. 
. Demonstr. Di vidão-se quaesqner duas 
faces respectivamente si mi I h11 nrcs , p01+ex., 
ABCDE , e abcrle , em igua l numero de 
triangulos sirnilhantes, cada hum a cada 
hum; a saber, nos triangt~'Os ABE, e 
abe; BEC; e bec; CED, e ced. Tirem-
se em cada hum dos poly--~dros dos ver-
tices de dous angulos polyedros Jqomo!o-
gos, por ex., F, e f, as rectas } 'B, e 
f.b ; FE , e fe , para os extremos corres-
Fondemes das linhas h~mwlogas BE , e 

be ~ 
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he: os planos FBE, e fbe separaráó deus 
tetraedros FABE, efabe similhantes en-
tre si , por serem as faces F AB, F AE, 
e BAE, que formão o angulo triedro em 
A, respectivamente similhantes ás faces 
jab, fae , e bae , que formão o angulo 
triedro em a, e similhantemente dispos-
tas ( 2)7). Isto posto , mostremos agora 
que' separados os dous tetraedros' sao ain-
da similhantes entre si os polyedros resí-
duos; e bastará para isso, que se prove 
que as secções · FBE , e fbe, são nos di-
tos resíduos faces similhantes entre si, e 
simiÍhantemente dispostas , e iguaes os 
angulos polyedros resíduos , a que essas 
faces ficão adjacentes; por quanto todas 
as 'mais faces·, e angulos polyedros dos· 
polyedros resíduos, são em tudo, como·· 
pertencentes tambem aos polyedros totaes. 
Com effeito , por serem si milha ntes os te-
traedros separados , serão similhantes as 
secçoes FB.t.' , e fbe , e similhantemente 
di!' postas; e serão iguaes os angulos trie• 
dros homologas em F, e f; em E, e e; 
e em B j e b. Ora tambem pela simi-
lhança dos polyedros totaes são iguaes os 
angulos polyedros lwmologos em F, e f; 
em E, e e ; e em B , e b; logo tirados 
destes angulos aqudles dos tetraedros, se.: 

ráo 
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tão lguaes os resíduos em F, e f; errt 
E, e e ; e em B , e b. Logo os polye~ 
dros resíduos são slmilhantes. E pois do 
mesmo modo se podem nestes separar ou.:; 
tros dous tetraedros similhantes; e assim 
nos seguintes ; logo &c. 

z6o. Schol. ''Convem observar nos 
" polyedros similhantes: 

" r. 0 0!-1e os vertices dos angulos po-' 
, lyedros hoinologôs sâd pbnros simi. 
'' lhamerrt~nre dispostos nos ditos polye.:. 
'' dn:is1 Potqué , por ex. , da similhan. 
" ça dos triangulos F AB, e fab se se• 
" gue que os pontos F, A; B , f, a, b, 
n estão similhanremehte dispostos nos pla-
" nos , em que estão situados ; e cbmo 
~' estes rhesnms planos. estão similhante-' 
h mente dispostos nos ditos pol yedros si-
" milhantes, e igualmente inclinados h uns 
'' a tespeito dos outros; tambem os di-
" tos pontos F, A, B , f, a , b , esta-
" rao similhantemente dispostos nos mes-
" mos polyedros. . 

, 2.0 Ol1e as arestas homologas, as 
H diagonaes homologas das faces simi-
'' lhantes, e as intetipres dos ditos po-
" lyedtos ,' isto he, as qué são tiradas 
H de vertices de angulos po1yedros ho~ 
~' mologos a yenices de angulos polye•. 

N " dros 
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" dros homologas, COIJW tambem as per· 
" pendiculares abaixadas de pontos ho-
" rnologos sobre faces homologas , são 
" linhas proporcionaes entre si. Com 
" effeito, por serem respectivamente simi-
" lhantes as faces similhanternente dis-
" postas nos polyedros similhantes, e es-
" tas se dividirem em triangulos rambem 
" respectivamente similhantes, será AF: 
, af:: FB : fb : : BE be : : BC: 
" bc : : CI-I : c h : : HL : h! : : &c." 

Dos po!yed1'os i1zscriptos, e circunscriptos 
aos cy lindros, pyramides conicas, 

e á sphéra. 

26 r. Inscrevendo, ou circunscreven-
do a cada huma das bases de llum cy-
lindro hum polygono regular do mesmo 
numero de lados , os gu'aes sejão respecti-
vamente parallelos; tirando rectas dos 
vertices dos· angulos elo polygono superior 
para os vertices dos angulos correspon-
dentes do polygono inferior; ficará ins..-
cripto, ou círcunscripto ao cylindro hum 
prisma ; como he facil de ver. 

262. Inscrevendo , ou circunscre- _ 
vendo hum polygono regular á base . 

de 
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rle numa pyranüde conica ; ti r·ando rectaS 
do vertii::e della para os verrices de ca~ 
da hum dos angulos de~se polygono ; fi-
cará inscripto, ou circunscripto á pyra~ 
mide. conica hu·ma pyramide ; como he 
facil de ver. 

Se a pyra mide conica h e recta ; a 
inscripta, ou circunscripta he regular. 

263. Inscrevendo, ou circunscrevendo 
ao circulo ma:rimo de huma sphéra hum 
polygono regular de hum numero de la-
dos multiplice de 4; fazendo o semi,.-po-
.lygono huma revolu.ção intei ra ao redor 
de hum seu dia metro, considerado immo-
vel; ficará inscripto, ou circunscri pto á. 
sphéra hum corpo, que será composto de 
duas pyramides conicas renas , e de di-
tas truncadas. E se a cada huma destas 
do inscripto se inscreverem, e do cicuns-
'Cripto se circunscreverem pyramides re-
gulares , e ditas truncadas qo mesmo nu-
mero de faces, ct0os lados dos polygo-
nos das bases sejão respectivamente paral-
Jelos ; resultará hum polyedro inscripto, 
ou circunscripto á sphéra , composto de 
duas pyramides regulares, e de ditas trun· 
cadas ; como he facil de conceber. 

Convem observar que essas faces são) 
ltriangulos , e tra pezios , que tem por ai-

, N ii tu~ 
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tura (no polyedro é:ircunscripto) cada hum 
o seu lado do polygono circunvoluto. 
· 264. He axioma : que de todas as su-
perficies , que terminão nas mesmas li-
nhas' a r+ana he a mínima : e menor 
toda aquella convexa a respei to de qual-
<JUer outra , que a abranger entre si, e a 
dita plana. Assim a superficie da spMra 
he sempre maior que a do polyedro ins-
cripto; e menor que a do circunscripto. 

z6'). THEOR. A somma das áreas de 
quaesquer duas faces lateraes de hum 
prisma t1'ia11gular he maior que a da 
terceira. 

Seja, jig. 137, o prisma triangular 
'ABDF: digo que a som ma das áreas de 
quaesquer duas das suas faces lateraes , he 
maior que a da terceira ; isto he , AD 
+DE> AF. 

Demonstr. Por hum ponto qualquer b 
de huma aresta AB, e perpendicular a 
ella , conduza-se o plano bdf, que será 
tambem perpendicular ás arestas CD, e 
EF, por serem parallelas a AB ( 204) ; 
e por tanto a secção bd deste plano com 
o plano AD, será a altura do parallelo-
grammo AD, por ser perpendicular ·a 

AB: 
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AB: e do mesmo _modo se mostrará ser 
df a altura do paraUelogrammo DE; e 
bf, a do parallelogrammo AF. Pelo que 
teremos a somma das áreas AD -\- DE 
:= AB X bd + DC X df C I 68 ) , ou 
.AB C bd -i- df) , por ser AB == DC; e 
será a de AF == AB X ~f: mas he ·b4 
+ df > bf; logo .. /J.B ( bd + df) > 
AB X bf. Logo &c. 

266. Coroll. Segue-se pois : que á 
medida que se duplicao os lados das 
bases de hum prisma inscripto em hum 
cylíndro, se angmentão as áreas dos 
novos prismas, que podem resultar , 
tambem inscriptos: entretanto que du-
plicando os lados das bases do prisma 
ci.rcunscripto, as áreas dos circunscrip-
tos, que resultarião, vão diminuindo. 

267. THEOR. Se dous lados contir::uo.r 
da base de huma pyramide regula~' fo-
rem cortados por buma recta, de modo 
que os po11tos da divisao distem igual-
mente do vertice do angulo formado por 
esse.r ladGs; tirando rectas desses pon-
tos para o vertice da pyramide, ficará 
construido httm tetraedro, em qtte a som-
ma das áreas das dttas fa ces ext erio-
res será m~ior que n da interior. 

Se· 
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·. Seja, fig. 138, a pyramide regular 
GABCDEF. Cortem-' e os lados AB, e 
BC da base com a recta mn , de modo 
«jUe seja Bm == Bn; e tirem-se Gm, e 
Gn: digo que a somma das áreas das duas 
faces exteriores do tetraedro GBmn he 
:maior que a da interior; is to he, GBm 
+ GBn > Gmn. 

Demonstr: Conduza-se por mn hum pla-
1'10, que corte perpendicularment~ a .ares-
ta GB em hum ponto o : a secç:ío mo 
desse plano com o do triangulo GmB, 
e a secção no do mesmo plano com o 
do triangulo GnB, serão perpendiculares, 
ambas, a GB no ponto o ( 192): pelo 
que será mo a altura do triangulo GmB; 
e no a do triangulo GnB; os quaes tem 
a mesma base GB. Logo a wmma das 
árc:as desses dous triangulos será ~ G B 
(mo+ no) ( 169). Imar;ine-se tirada do 
ponto G huma perpendicular a mn, que se 
denote por P ; será P a altura do triana 
guio mGn ; e a, sua área == ~ P X mn : 
mas he GB > P (19·6); e m..o +no > mn; logo~ GB (mo+ no)> ~ P X mn. 
Logo &c. 

268. Coro!!. Seguem-se desta propo~ 
sição a respeito das pyra mides regnla4 

res inscriptas, e círcunscriptas a h uma. 
py-
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pyramide conica recta, e por conseguin• 
te tambem a respeito dos polyedros, 
de que fizemos menção ( 263 ) , ins-
criptos, e circunscriptos a huma sphé-
ra, as mesmas considerações, que fize-
mos no Corollario precedente á cerca 
dos prismas inscriptos, e circunscriptos 
a hum cylindro. 

269. THEOR. A superficie convexa de 
hum cylindro he maior que a do prisma 
inscripto ; e menor que a do circuns-. 
cripta. O mesmo digo da pyramyde co-
nica ·recta a respeito da pyramide regu-
lar ittscripta, e cit·cunscripta : como do 
segmento spherico a respeito do segmev-
to polyedral correspondente inscripto, e 
circunsc1"ipto. 

Sejâo , .fig. I 39, o cylindro , que se 
representa pelo circulo da base ABC ; e 
seja o prisma inscripto , o que se repre-
senta pelo polygono da base ABCD &c. : 
denote C a superficie convexa do cylin-
dro ; e P a do prisma : digo que C > P. 

Dmzonstr. Porque se não he C> P; 
será C< ou== P. Seja C< P; e mar-
'lue S' a differença; isto he , seja C+ ~ 
:;:.;:; P. Dupliquem-se os lados da base. do 

pns-
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prisma , até que resulte hum outro poly.; 
gano AaB &c. , cujos lados formem com 
a circunferencia do circulo segmentos taes , 
"]Ue a somma das áreas destes , gue re-
presento por s , isto he, a differença en-
tre a área do circulo, e a desse polygo-
no , seja < ~ S' C I 85). Inscreva-se so-
bre o dito polygono outro prisma, e de-
note P 1 a sua superficie convexa : ajun-
te-se a do cylindro a esses segmentos em 
ambas as bases: será C+ 2S >.P' C264): 
mas h e P 1 > P C 266 ) ; e suppozemos 
C + S' == P ; logo tambem C + is > 
C + ~' ; isto h e , s > ~ S : o que h e 
absurdo, por quanto fizemos s < ~ S'. 
Logo C não < P: nem tão pouco == P; 
porque então , por ser P' > P , seria 
P' > C; o que acabamos de ver, não 
tem lugar. 

A respeito do prisma circunscripto ,' 
se demonstrará com hum discurso em tu ... 
do similhante : e da mesma sorte se fa-· 
rá na pyramide conica : mas a respeito 
desta , c do segmento spherico, he mais 
facil de provar-se da maneira seguinte. 

Tome-se huma outra pyramide co-
nica igual , e com igual pyramide ins-
eri pta , ou circunscripta : ajustem-se per-
feitamente pelas bases : então he eviden, 

te 
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te que toda a superficie exterior he maio!.' 
que a interior ( 264) : logo tambem a 
metade daquella he maior que a meta-
de desta : mas essas metades são as su-
perficies das pyramides propostas , coni-
ca , e a imcripta , ou circunscripta; lo-
go &c. O mesmo se fará com o segmen-
to spherico. 

270 . PROBL. Dadas duas sphéras cott-
centricas; circu1zscrever á menor hum. 
polyedro, cttjas faces não encontrem a 
superficie da maior. 

Sejâo , fig. 140, as spMras concenc 
tricas , que se representao pelas circunfe-
rencias dos circulas maximos respectivos , 
notadas por C, e c, e descriptas nomes-
mo plano. 

Solução. Circunscreva-se ao circulo c 
hum polygono regular de hum numero 
de lados multiplice de 4, que não en-
contrem a circunferencia C ( I 5 r ) : gire 
o semi-polygono ao redor de hum seu 
dia metro, considerado immovel; e ficará 
circunscripto á sphera c hum corpo, com-
posto de duas D'rramides conic:J s rectas, 
e de d itas nuncad :s. A cada hum des-
tas .se circiJLscrevâo pyramides regu'ares, 

e 
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e ditas truncadas, sobre polygones régU• 
lares circunscri ptos aos circulas , bases 
daquellas, todos do mesmo numero de la. 
dos, resp.:·ctivamente parallelos, e tantos 1 
quantos forem necessarios, para que es· 
tes não encontrem as circunferencias dos 
círculos , gue os planos das ditas bases, 
continuados, tração na superficie da sp11é-
ra C ( 247) : digo que tenho circunscrip· 
to o pol yedro ped~do. 

Do modo de comparar., e de avaliar a.f 
áreas dos corpos. 

271. THEOR. Se dous polyedros fo.o 
re11z si1ni!hantes; serão as suas áreas, 
como o.r quadrados de quaesquer ares--
tas, ou lhthas homologas. 

Demomtr. Porque a área de cada hum 
compõe-se de igual numero de polygo-
nos respectivamente similhantes, e simi-
lha ntemente dispostos ( 25 5 ) : e então a 
área de cada polygono do I.0 polyedro 
será para a área do polygono correspon· 
dente no 2. o, como o quadrado de hum 
Jado ·daquelle para o quadrado do ]·.orno-
logo deste : e pois todos os lados ];orno .. 

lo~ 
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lagos , isto he 1 as arestas , e linhas ho· 
mologas dos dous polyedros, tendo ames-
ma razão ( 260 ) , tambem devem ter a 
mesma razão os seus quadrados ; ser:-1. a 
área de cada polygono. do I. 0 polyedro 
para a área do seu correspondente no 2. o; 
como o quadrado de qualquer aresta, ou 
linha do 1. 0 polyedro para o quadrado 
rla sua homologa no 2. o : e por conse· 
quencia a somma das áreas de todos os 
polygonos do r. o polyedro , isto he, a 
sua área , para a somma das áreas de to-
dos os polygonos do 2.c polyedro, isto 
he, a ~ua área; como ó quadrado de qual-
quer aresta, ou linha do I .0 para o qua-
drado da sua homologa no 2. o 

272. Schol. " Vê-se por tanto ; que 
" nos pol yedros similhantes basta com-
" parar os quadrados de quaesquer ares-
" tas, ou linhas homologas, para se sa-
" her a relação , que se dá entre as suas 
" áreas. Porém geralmente em quaesquer 
" corpos he necessario primeíramenre ava-
" liar a área de cada hum , e depois 
" comparar esses valores, referidos a lm-
" ma mesma medida. Ora supposto gue 
" já fica dito na segunda Secção o mo-
" do de avaliar a área das figuras pia-
" nas; e que em geral he esse o meio 

" de 



'204 ' 'E L E M E N T o s 
" de avaliar a área dos corpos polyedros; 
" calculando separadamente a de cada 
" huma das figuras planas , que os ter.-
" minao , e depois sommando todos es-
" ses resultados; com tudo não he elle 
" o mais expedito em alguns casos ; nem 
" applicavel aos corpos terminados por 
" superficies curvas : temos methodos mais 
" prompto~, como vamos a ver nos Theo-
" remas seguintes. 

" Advertimos gue nesta avaliaçao 
" não entrâo as áreas das bases dos· cor-
" pos, que temos a considerar. " 

273· THEOR. Se o corpo for hum pris-
ma ; se;·a avaliada a sua área pelo pro-
dueto do perimetro da secção feita -YjJor 
hum plmto perpe11dicular a huma a1"es-
ta mttltiplicado po1" essa aresta. 

Seja, fig. I 27, o prisma AF; e por 
.bum· ponto qualquer a de huma aresta 
AB, e perpendicular a ella, conduza-se 
o plano ace: denote L a dita aresta; P, 
o perimetro ac + ce + eg -t- ag dessa 
secçao; e A, a área do prisma : digo que 
A==PxL. 

Demonstra-se, discorrendo, como no 
n." 265. 

274~ 
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274- Coroll. I. 0 .Avalia-se pois a área: 
de hum prisma rec'to pelo producto do 
perimctro da base multiplicado pela 
altura .. 

275. Coroll. 2.0 D enotem L, e· J as 
aref;tas respecri ... as de dous prismas ; P, · 

, e p , os perimetros dás secções perpen· 
diculares a ~ essas arestas ; A, e a , as 
respectivas -áreas : será A : a : : P X L : 
p X!. 

2'76. THEOR. Se o corpo for huma 
pyramide regular; será avaliada a sua 
área por metade do producto do períme-
tro da base mítltiplicado pelo apothema 
da pyramide. 

Seja, jig. 123 , a pyramide regular 
'.ABCDE; e denote A, a área; a, o aj-:O-
thema AP; 11, o nurr,ero dos lados da 
base; L, hum qualquer BE; e por con-
seguinte n X L, ou P, o seu perímetro: 
digo que A = ; P X a. 

Demonstr. Por quanto as faces da py· 
ramide regular sao todas niangulos isos-
.celes iguaes· ( 238), e tantos, quantos sâo 
os lados da base da mesma pyramide; se-
rá a somma dos valores das áreas de to-
Àos esses triangulos , isto he , o da área 

da 
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da pyramide proposta, igual ao vaJor da 
área de hum qualquer delles, multipli'ca~ 
do pelo numero tz dos lados da dita base. 
Ora he a área de hum qualquer delles, 
como B.AE, = ~ BE X AP ; ou ~ L x a; 
logo será o valor da área da pyramide 
regular := ~ 1Z X L X a , ou .A -= ~ P X a. 

277. TREOR. Se. o corpo for o tro;z~ 
' co de huma pyramide regular; será a7;a-

liada a sua área pelo p;·oducto da se-
mi-sormna dos perimetros das dua.r btt· 
ses multiplicada pela altura de hum dos 
trapezios , faces do tronco: ou tambem 
pelo producto do perimetro da secção 
feita por hum plimo paralle/o ás ditas 
bases, tirado a igual distancia destas, 
multiplicado pela mesma altura. 

Denote .A a área do tronco; a, a altu-
ra de hum dos trapezios; P, o perimetro 
da base inferior; p, o da superior; e P 1 , 

o da secçâo feita a igual distancia das di .. 
tas bases: digo que .A= ~ ( P + p) X a)· 
ou P' X a. 

Demonstra-se , como acima ; recor-4 
rendo aos n.0

J 173, e 174-

278. THEOR. Se o corpo for hum cy.ill 
I in.._ 
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lindro recto; será avaliada a .rua área 
pelo producto da circunferencia da base 
multiplicada pelo lado do cylindro. 

Seja ,jip;. I4I, o cylindro recto AE, 
cujo lado AB denote L ; a circunferencia 
da base , C ; e a área , A: digo que A 
==CxL. , 

Dem01tstr. Porque se não he A == 
C X L; seja C >< L o valor da área de 
hum outro cylindro recto da mesma al-
tura ; maior, ou menor, que o proposto. 
Seja ==A', área do cylindro i"ecto maior 
da mesma altura ' que tem por base o 
circulo , cuja circunferencia . está notada 
por C', descripta no mesmo plano, con-
centric1 a C. Imagil)e-se circunscripto ao 
cylindro proposto hum prisma recto, cu-
jas faces não encontrem a sup e rfi~ie do 
cylindro C'; e denote P o perímetro da 
base desse prism?. : será a sua área· == 
P X L ( 27 4). Ora esta área h e menor 
que a do cylindro C', por ser ainda qJ.e-
nor que a do prisma correspondente , ins-
cripto no dito cylindro C'; como he fa-
cil de mostrar ; a qual he menor que a 
área do mesmo C' ( 269 ) ; logo será 
1? X L < C X L ; isto h e, P < C: o ql!e 
he absurdo (Uo). Seja pois C X L== a, 

área 
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área do cylirrdro recto menor da mesm@: 
altura , que tem por basé o circulo, cu" 
ja circunfete!'lda está notada por c, des'" 
cripta no mesmo plano, concentrica a C. 
Imagine-se então citcunsctipto ao êylirt-
dto t hmn prisma recto, cujas fãces não 
encontrem a superficie do cylindro C; e 
denote p o perirrtetro da base desse pris.-
ma: será á sua átea == p X L . Orá 
esta área he maior que a do dito cylin .. 
dto c ; logo será p X L > C X L ; is-. 
tó l1e, p > C: o qúe h e absurdo, por 
ser p ainda menor que o perimetro do 
polygono con'espondente insctipto no cir-
culo , cuja circunferencia he C; b qual 
perimetro he menor que C ( 150). E 
pois não h e C X L == A 1 > A ; nem 
~ a < A; será A == C X L. 

279· Coroll. Logo lls áreas de dous cy• 
lin·dros rectos similhantes estão entre si , 
como os qt1adrados dos raios das suas 
bàses; ou como os dos seus lados, ou ei..: 
xos. Porque denotando respectivamente 
C, e c as circunfetencias das bases ; R , 
e r, os raios; L, e l, os lados , ou eixos; 
he C : c : : R: r : : L: l (255); he L: 
l:: R: r:: L : l; e multiplicando or-
denadamente estas duas proporções, re ... 
sul ta C X J: c x t.: : R 2 

:- t 2
: i L 2 : /

2 
•• 

:28o. 
\ 



DE G E O M E T R I A. 20~ 

· :280. THEOR. Se o corpo for huma py-
ramide conica recta; será avaliada a 
sua área por metade do producto da cir-
cunferencia da base multiplicada pelo 
lado da mesma pyramide. 

Seja , jig. 142, a pyramide (:Onica 
recta .liBCD; I cujo lado AB denote L; 
a circunferencia da base , C; e a área , 
A: digo que A = ~ C )( L. 

Demonstra-se , discorrendo , como no 
Theorema precedente, reflectindo que os 
apothemas das pyramides regulares são 
lados das pyramides conicas rectas, a que 
se circunscrevem ; e deduz-se ' como no 
Corollario ·acima , com a unica differen-
ça de escrever ~ C : ~ c , o seguinte Co~ 
ro!lario. 

28r. Coroll. Logo as áreas de duas 
pyramides conicas rectas similhantes es-
tão entre si, como os quadrados dos 
raios das suas bases ; ou como os dos 
seus lados , ou eixos. 

282. THEOH. Se o corpo for o tronco 
de huma pyramide conica recta; será 
ttvaliada a sua área pelo producto da se-
mi-somma das circU?iferencias das bases 
mtdtiplicada pelo lado do trotJco. 

Q Se ... 



~IO ELEMENTOS 

Seja, jig. 143 , a pyrarnide conica 
recta truncada Db , cujo lado Bb denote 
L ; a área , A; a circunferencia da base 
inferior, C; e a da superior, c : digo que 
A::::: C+ c X L. 

2 

Dem01Útr. Imagine-se completa a py-
rarnide conica ABD ; e no ponto B se 
levante a recta BE perpendicular a AB; 
que seja igual em comprimento á circun-
ferencia C: tire-se AE ; e pelo ponto b a 
recta be , parallela a BE : teremos be igual 
á circunferencia c; por quanto sendo BE : 
be : : AB : ab : ; BD : bd, e sendo BD : 
bd : : C : c, he C : c : : BE : be ; e 
por tanto be == c , por ser BE == C. Isto 
posto, a área da pyramide ABD he igual 
á do triangulo ABE , por ser huma , e 
outra avaliada por ~ C X AB ( 280 , e 
r 69 ) : da mesma sorte a área da pyra-
micle Abd h e igual á do tr1angulo Abe , por 
ser huma, e outra avaliada por;- c X .L'i.b : 
logo, se da área da pyramide ABD ti-
rarmo~ a da pyramide Abd; e da área 
do triangulo . ABE tirarmos a do trian-
gulo Abe ; ficará a do tronco Db igual 
á do trapezio Be: inas he a área do trao 

B BE + be Bb C + c 'P pez10 e ::::: X , ou -- X Lc 
2 2 

(173); 
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{ I j'j ) ; lpgo tambem será a área do 

C+ c 
tronco A = -- X L. 

2 

d C+c 283. Sebo!. "Em lugat e-- po· 
2 

, demos substituir a circunferencia C' da 
" secçâo feita por hum plano parallelo 
" ao da base , conduzido pelo ponto F 
'' meio do lado Bb ; isto he, póde-se di-
" zer que a área do tronco de hurna py-
" ramide cohica recta se avalia tambem 
'' pelo producto da circunferencia da sec-
'' ção , teita a igual distancia das suas 
" bases, multiplicada pelo lado do mes-
" mo tronco. Com effeito, por ser C: 
" BD : : c: bd: : C': FG, será C+ c: 
" BD + bd : : C' : FG ; e por canse-

. C' C+c . l BD+bd " gumte = -
2

- , p01s 1e 2 ::::: 

"FG ( I74)· '! 

284. THEOR. Se o corpo for hum po .. 
fyedro circunse1·ipto á sphéra, como dei-
xamos dito no n.0 263; será avaliada 
a stta área pelo producto da somma dos 
perímetros das bases das pyramides re-
gulares , de qtte se compõe o po!yedro , 
multiplicada por hum dos lados do po-
iygono circUJzvoluto. 

O ii Se-: 
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Seja ,jig. 144, .ACDEFGB o serni-
polygono regular circunvoluto á sphéra , 
cujo diametro AB ; isto he, gire o semi-
polygono ap redor. do dito diametro, con-
siderado immovel ; e circunscreva-se o po-
lyedro ( 263 ) : denotando A a área ; e 
p, p 1

, p 11
, &c., ps perímetros das bases 

das pyramides regulares , e ditas trunca-
das Apmp, mp 1

, m1 p 11
, &c., de que elle se 

compõe: digo que A= (P+ l + p'1 + &c.) 
X AC. , · 

Demonstr. Com effeito, a área da py-
ramide regular, de que he face o trian-
gulo Apm , tem por expressão ~ p X AC 
( 276) : a área da truncada , de que he 
face o trapezio PP I m r 1"1'1' tem por ex-
pressão~ (p + p') X CD ((1-77): a 
área da outra tambem truncada , de que 
h e face o tra pezio p 1 p" m 11 mJ , têm 
por expressão ~ ( p 1 + p'') X DE : e 
assim as mais. Logo sommando todos 
~sses valores , e reflectindo que he AC 
-:- CD = DE = &c. ; teremos o va-
l.or da área do poly.edro; isto he, A = 
( p + p 1 + p '' + &c.) X AC. , 
. 28). Sebo!. "Será conveniente ao fim, 
',' ~1e nos propomos, que os polygonos 
~' das bases dessas pyramides , e o cir-' 
" cunvoluto, sejão todos do mesmo nu, 

" me~ 
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, , mero de lados; o que he sempre pos~ 
" sivel : e então em lugar da expressão 
" da área ( p + p 1 + p 11 + &c. ) X AC 
" substituiremos o producto do perímetro 
" do polygono circunvoluto, que denota-
" remos por P, multiplicado pelo seu dia-
" metro ; isto he, póde-se dizer que a área 
" desse polyedro se avalia tambem pelo 
" producto do perímetro do polygono cir-
" cunvoluto, multiplicado pelo diametro 
" do mesmo polygono. E na verdade: 
" seja, jig. I 4), AEBLA o polygono 
" mencionado , cujo diametro AB : ti-
" rando as rectas CM ,, MD, DK, KE, 
"EL, LF, FI, IG, GH, e BC; e no-
" tando que os triangulos ACN, NMO, 
" ODP, P KQ, &c. são similhantes en-
" tre si , e ao triangulo ABC , por se-
" rem rectangulos em N, P, R, &c., 
" e C, e serem iguaes os angulos ACN, 
"NMO, ODP, PKQ, &c., e ABC 
" ( 40, e 82) ; teremos BC : A C : : 
" CN: AN : : MN: NO : : DP : OP 
" : : KP : P Q_: : &c.; e por conseguin-
" te BC : AC : : CN + MN + DP 
" + KP + &c. : AN + NO + OP 
" + P Q + &c. ; isto he , BC : A C 
" : : CM + DK + &c.: AB; ou BC : 
~' C M + D K + &c. . . A C : AB : 

" mas 
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'9' mas p01; serem BC, CM, DK, EL ;' 
n &c., diametros dos circulas inscriptos 
" rios respectivos pol y gonos P , p, p ', p \ 
" &c., os quaes são similhantes por cons~ 
~' trucção , he P : BC : : p : CM : : 
, p' : DK : : p 1' : EL : : &c.; ou P : 
~' p + p 1 + &c. :: BC : CM + DK + 
" &c. ; logo tambem P : p + p' + &c. 
" : : AC : AB ; e por conseguinte ( p + 
, p 1 + &c. ) X AC == P X AB. 

" Com este mesmo discurso se mos-
" trará que a área de huma porção 
'' ACDKMA tem por expressão Px.AP. '' 

286. THEOR. Se o corpo for huma 
.rphúa ; será avaliada a sua área pelrJ 
producto da circunferencia de hum do.r 
seus cirettlos maximos multiplicada pe ... 
lo diametro. 

Seja, fig. r46, a sphéra, que se re .. 
present.a pela circunferencia de hum dos 
seus circulos maximos notada por C: e 
denote Do diametro; e A, a área: digo 
que A== C X D. 

Denwnstr. Porque se não he A == 
C X D; seja C X D o valor da área de 
huma outra sphéra maior, ou menor, que 
a proposta . Seja = .A', área da sp~éra 

mawr 
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maior concentrica , gue se representa pe-
la circunferencia de hum dos seus circu· 
los maximos notada por C'. Imagine-se 
circunscripto a sphéra proposta hum po-
lyedfir?, dcujas 1 ~accsC~ãod encondtrem ads~- " 1 
per c1e a sp 1era , o mo o que e1· 
xamos dito nos n.05 270, e 285' ; e deno· 
te P o perímetro do polygono circunvo· 
luto , e D' o seu diametro : será a área 
do polyedro = P X D' (285'). Ora esta 
área h e menor que a da sphéra C', por 
ser ainda menor que a do polyedro cor-
respondente inscripto na sphéra C', como 
se póde mostrar, a qual he menor que a 
da mesma C' ( 264); logo será P X D' 
< Cx D: o gue he absurdo, por ser D' 
>D; eP>C(r)o). SejapoisCxD 
= a, área da sphéra menor concentrica ~ 
que se representa pela circunferencia de 
hum dos seus circulas maximos notada 
por c. Imagine-se então circumcripto á -
sphéra c hum polyedro, cujas faces não 
encontrem a superficie da sphéra C, do 
modo que ·deixamos dito nos 11.os 270, e 
285 ; e, denote p o perímetro do polygo-
no circunvoluto, e d, o seu dia metro: se-
rá a área do polyedro = p X d. Ora es-
ta área he maior que a da sphéra c (264); 
logo será p X d :>:C X D: o que he ab-

sur-



2I6 ELEMENTOS 

~urdo , por ser d < D; e p < C; pois h e 
p ainda menor que o per.imetro do poly-
gono correspondente inscripto no circulo , 
cuja circunferencia he C, o qual períme-
tro he menor que C. E pois nâo he 
C X D = A' > A; nem = a < ..IÍ.; será 
A== CxD. 

287. Coroll. !. 0 He pois a área da 
sphera quadrupla da do seu circulo ma-
ximo ( r76 ) : e igual á do cylindro a 
ella circunscrip to: jig. I47 ( 278). 
288. Coroll. 2.0 As áreas de duas 

_ sphéras estão entre si , como os qua-
drados dos seus raios. Conclue-se, dis-
correndo, como no 71. 0 279. 

~89. THEO"R. Se o corpo for hum 
segmento .rpherico i sed avaliada a sua 
drea pelo producto da circu11jerencia de 
hum dos círculos m.aximoJ' da respecti-
va sphi ra, multiplicada pela altura do 
segmento. 

S~j a , jig. I 6 r , o segmento sphérico 
EAF, cuj a altura AR i pertencente á sphé-
ra, raio C/1.: denote C a circunferencia 
de hum dos círculos maximos; e A a área 
do ~egmento: digo que A= C X AR. 

Dmzonstr. Porque se não he A == 
· c 
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C X AR; seja C X AR o valor da área 
de hum outro segmento spherico, maior, 
ou menor, que o proposto. Seja == área 
do segmento spherico maior LMN, que 
tem por altura MR, pertencente á sphé-
ra concentrica , raio CLVI. Imagine-se cir-
cunsct ipto á sphéra , de que h e segmen-
to o proposto EAF, hum polyedro, cu-
jas faces não encontrem a superfi.cie da 
outra sphéra ( 270, e 28) ) , e de modo 
~ue hum dos lados do polygono circun-
voluto termine em hum ponto o entre 
EL, e DL, o que he sempre possível; 
e denote P o perímetro desse polygono : 
teremos o segmento polyedral de altura 
ar, cuja área he == P X ar (28)). Ora 
esta área he menor que a do segmento 
spherico L M N, por ser ainda menor 
que a do segmento polyedral correspon-
dente , inscripto no segmento spherico 
IMK, a qual he menor, que a do di-
to Ill1]( ; e com muita mais razão me-
nor, que a do segmento spherico LMN; 
logo será P X ar < C X AR : o que he 
absurdo, por ser P > C, e ar > AR. 
Seja pois ==área de hum segmento sphe-
rico menor: e p:1ra não complicarmos a 
figura , tomemos agora pelo segmento pro-
posto o segmento spherico LMN; e de-

no-
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note C' a circunferencia de hum dos dt-
culos maximos da respectiva sphéra : e 
seja , se h e possível, C 1 >< }.1 R == área 
do segmento menor EAF, pertencente á 
sphéra concentrita, raio CA. Imagine-se 
circunscripro do mesmo modo a esta spbé-
ra hum polyeclro; e conservadas as mes-
mas denotações , teremos que a área do 
segmento polyedral, de altura ar , h e = 
P X ar. Ora esta área he maior, que a 
do segmento spherico EAF, por ser ain~ 
da maior que a do see;mento de altura 
Ar, a qual he maior que a do dito EAF; 
logo será P x ·ar >C' x MR: o que he 
absurdo , por ser P < C', e ar < MR ; 
por quanto, concebendo as cordas IM, 
e oa, os triangulos similhantes IP M, e 
ora, d8o ]]t,f : oa : : .MP : ar; donde, 
por ser !AI> oa, he MP> ar; e por 
conseguinte MR muito maior que ar. Lo-
go&c. 

DoJ volumes dos corpo.r. 

290. THEOR. Se dous parallelipipe-
dos tiverem a me.rma base, e a mesma al-
tttra; ozt bases iguaes , e alturas igztaes ; 
terão volumes igttaes. . 

Dous · 
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Dous casos comprehende este Theo· · 

rema. 
I. 0 Sejão ,jig. 148, os parallelipipedos 

ABDF, e ABLN, construidos sobre a 
mesma base ABHG, e terminados pelo 
mesmo plano DE parallelo ao da base: 
e sejão-lhes communs os planos lateraes 
oppostos BN, e AM: digo gue os dous 
parallelipipedos são iguaes em volume. 

· Demonstr. Com effei to , por serem os 
parallelogrammos CB, e CL, ·e o trian-
gulo AGI, que formão o angulo triedro 
em C, e os parallelogrammos EI-I, e EN, 
e o triangulo GEM, que formão o angu-
lo triedro em E, respectivamente iguaes, 
e si milha ntemente dispostos; serâo iguaes 
os prismas triangulares CDBL, e El:HN 
( 2) 4 ) . Ora o volume do polvedro 
ABDN compõe-se do volume do p~isma 
triangular EFHN mais do volume do pa-
rallelipipedo ABDF; ou do volume do 
prisma triangular CDBL mais do volu-
me do parallelipipedo ABLN; logo, 
pois os dos prismas são iguaes, serão ne-
cessariamente iguaes os dos parallelipi-
pedos. 

2.
0 Sejão agora, fig. !49 , os paralle-

lipipedos ABDF, e ABP R, construidos 
sobre a meEma base .JlBHG , e termina-

dos 
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'dos pelo mesmo plano D Q parallelo ·ao da 
base ; e não lhes sejão communs os pla-
nos lateraes oppostos : digo que estes dous 
parallelipipedos são iguaes em volume. 

Demonstr. Prolongadas as rectas OP, 
e QR, cortaráõ a DF em L, e ]\[; e a 
CE em I , e M; como he facil de ver: 
e tirando as rectas AI, BL, GM, e HN, 
se formará o parallelipipedo ABLN, por 
serem os planos oppostos parallelos , e 
1guaes. Ora este paralleli pipcdo, pela r.• 
parte já demonstrada, he igual em volu-
me a cada hum dos dous propostos; lo-
go tambem elles o serão entre si. 

29r. Coroll. I.0 Pelo que, se divi-
dindo, ~g. I)O, a base ABHG de qual-
quer parallelipipedo rectangulo AF, em 
quantos recta ngulos iguaes guizermos ; 
por ex. , B N, LY, &c. ; conduzirmos 
pelas rectas dessas divisões planos per-
pendiculares á dita base ; como L1vf, 
ZX, &c.; fica rá o parallelipipedo pro-
posto tambem dividido em outros tan-
tos parallelipipedos rectangulos iguaes 
entre si. E se concluirá , discorrendo, 
como em o n. o I 62 : que o paralleli-
pipedo rectangulo AF está para a base 
ABHG , como hum numero qualquer 
daquellas partes do dito parallelipipedo' 

es~ 
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está para o mesmo numero d'estoutras 
partes da dita base. 

292. Coro//. 2. o Dous parallelipipe· 
dos da mesma , ou igual altura , cons· 
truidos sobre parallelogrammos da mes-
ma base , e da mesma altura , como 
por ex., jig. I) r , os parallelogrammos 
BF, e BN; ou sob re parallelogrammos 
de igual base , e de igual altura ; são 
iguaes em volume. Por quanto so· 
bre cada hum desses parallelogram-
mos se póde construir hum paralleli-
pipedo recto de igual altura á daquel-
les; a saber : sobre a base BF o pa-
rallelipipedo recto BE; e sobre a base 
BN, o parallelipipedo recto Bivf; ca-
da hum dos quaes he igual em volu-
me ao seu respectivo : ora estes mes-
mos dous parallelipipedos rectos tam-
bem o são entre si , como tendo a mes-
ma base BG , e a mesma altura ; lo-
go &c. 

293· THEOR. Se pelas diagonaes de 
quaesquer faces oppostas de hum paral-
Je!ipipedo se co1tduzir hum plmto; esse 
plano dividirá o parallelipipedo em dous 
p1'ismas triangulctres iguaes em volu-
me. 

Se· 
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Seja ,jig. I )2, o parallelipipedo recto 
BE , ou .fig. I )3 , oblíquo : pelas diago-
nae.s CG , e DH de duas faces oppostas, 
em qualquer delles, se conduza hum pla-
no : digo que este plano divide o paral-
lelipipedo BE em dous prismas triangu-
lares CDHB, e CDHF, iguaes em volu-
me. 

Demonstr. Qye o divide em dous prís-
mas triangulares , he sem duvida ; por 
quanto as rectas CD, e G H, parallelas, 
e iguaes a AB, são iguae~ , e parallelas 
entre si; e por tanto estando no mesmo 
plano com as dia gonaes CG, e DH , 
formaráó o parallelogrammo commum 
CDHG: e he manifesto que as outras 
duas faces em cada hum dos ditos pris-
mas são parallelograrnmos , e as bases , 
triangu1os. Resta pois só mostrar que es-
ses ditos dous prismas triangulares são 
iguaes em volume. 

Se se considera o parallelipipedo recto 
BE ,fig. I )2 ; conclue-se que os dous pris* 
mas triangulares são iguaes, por quanto 
os parallelogrammos .AD, e AH, e o trian~ 
guio CAG, que formão o angulo tried~o 
em A, e os parallelogrammos EH, e ED ,. 
e o triangulo CEG, que formão o angulo 
triedro em E, são respectivamente iguaes i 

e, 
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e similhantemente dispostos ( 25' 4) . Con-
siderando porém o parallelipipedo obliquo 
BE , jig. I) 3 ; então se demonstrará da 
maneira seguinte. 

PeJos pomos A, e B de huma ares-
ta .AB do prisma triangular CDHB, e 
perpendicdarmente a ella , conduzâo-se 
oous planos AIM, e BLN; e continuan-
do as arestas CD , e G H, a te encontra-
rem este ultimo plano nos pontos L, e 
.N, tirem-se as rectas BL, e Ll\T; e te-
remos o prisma triangular recto ILBN :7 

que , segundo acabamos de mostrar, será 
metade do parallelipipedo recto da mes-
ma altura ; e base) o parallelogrammo 
AIO.i.\II. Ora este paralldipipedo recro he 
igual em volume ao parallelipipedo obli-
quo BE, como tendo a mesma altura J.VlA,. 
e por bases · os parallelogr.1mmos ABLI, 
e ABDC da mesma base , e da mesma 
altura ( 292): logo o volume do prisma 
recto ILBN será tambem metade do vo-
lume do paralldipipedo oblíquo BE: mas 
as pyramides quadrangulares AivlGCI, e 
BNHD L , são iguaes , por serem as fa-
ces de huma respectivamente iguaes ás 
faces da outra , similhantemente dispos-
tas , e igua~mente inclinadas entre si; e 
he por isso o prisma triang\Jlar recto igual 

em 
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em volume ao prisma ,triangülar obliguo, 
como compostos cada hum da sua pyra• 
mide quadrangular igual , e do polyedro 
comrnum IDBH; logo tambern o volu-
me do prisma triangular oblíquo CDHB, 
será metade do volume do parallelipipe-
do obliquo BE. Logo &c. 

294. Coroll. Desta , e da preceden~ 
te proposição se conclue : que dous pris~ 
mas triangulares da mesma base, e da 
mesma altura ; ou de bases iguaes , e 
alturas iguaes'; são iguaes em volume; 
como tambem, os que tendo igual al-
tura ' sao construidos sobre triangulos 
de igual base , e de igual altura. 

295'· THEOR. Se hum tetraedro for 
cortado por planos parallelos ao da ba-· 
se, e equidista11tes entre si; e ent1'e ca~ 
da dous planos consecutivos se inscre-
verem, e circunscreverem prismas ao 
dito tetraedro; será . a dijferença entre 
a somma dos volumes de todos os ci;-Q 
cunscriptos, e a somma dot volumes de. 
todos os inscriptos, igual ao volume do 
circunscripto, cuja base he a mesma dfJ · 
tetraedro. 

Seja, fig. I) 4, o tetraedro DABC:.. 
du· 
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divida-se qualquer aresta DB em quaes. 
quer partes iguaes ; e pelos pontos da di-
visão cortem o tetraedro planos paralle-
los ao da base : tirem-se pelos pontos N, 
R, O, S', &c. , em que esses planos cor-
tão as outras duas arestas , outras tantas 
parallelas a DE; e prendendo os extre-
mos destas com as recras de , fg , &c. , 
imaginem-se os prismas inscriptos NF, 
OG, &c. Do mesmo modo ; produzin-
do os lados desses planos , e tirando as 
parallelas necessarias a DE , se concebão 
os prismas circunscriptos ME, LF, &c.; 
digo que a differença entre a somma dos 
volumes de todos os circunscripros, e a 
somma dos volumes de todos os inscriptos, 
he igual ao volume do prisma circuns-
cripto HE, cuja base he a mesma do te-
traedro. 

Demonstr. Com effeito, sendo ME== 
NF ( 294); LF = OG; IG = P E ; se-
rá ME+LF+ IG +HE- NF- OG 
-PB, ou (ME +LF+IG+HB)-
( NF + OG + P E) == HE. 

296. S'cho!. " Convem observar que, 
" cortado successivamente o tetraedro por 
" planos parallelos ao da base , e equi-
" distantes entre si , se lhe poderáõ ins-
" crever, e circunscrever tantos prismas, 

.R " que 
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, que a differença entre a somma dos vo-
" lumes de todos os circunscr.i ptos , e a 
" somma dos volumes de todos os ins-
" criptas, isto he, HB, seja menor que 
" qualquer volume assignado , por peque-
" no que este se dê : e com muita mais 
" razão o será a differença entre a som-
" ma dos volumes dos circunscriptos, ou 
" dos inscriptos, e o volume do mesmo 
" tetraedro. " 

297· THEOR. Se dous tetraed1'0S ti-
verem a mesma base , e a mesma altu-
ra; ou bases iguaes, e alturas iguaes; 
terão volumes iguaes. 

Seja o ,jig. 1 )5' , os tetraedros DABC, 
e D' ABC, da mesma base , e igual al-
tura : e denotem T, e T ', os respectivos 
volumes : digo que T == T'. 

Dem011Jtr. Porque se não h e T = T' ; 
seja T > T '. Inscrevão-se em cada lmm 
dos tetraedros , e em igual numero , tan-

-tos prismas , quantos forem necessarios , 
para que a differença entre o volume de 
qualquer dos tetraedros, e a somma dos 
volumes de todos os prismas nelle ins-
criptos seja menor, que qualquer assigné:J.· 
do , por pequeno que este se tome. Se 

de-
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denotarmos por S a somma dos volumd 
dos prismas inseri ptos em T, e por S' a 
dos inscriptos em T'; será T- S < T 
- T'; donde S> T': rt1as he S= S', 
por serem os volumes dos prismas , ins .. 
criptas em hum, respectivamente, e por 
ordem iguaes aos volumes dos inscriptos 
no outro, como tendo bases iguaes, e al-
turas iguaes ( 294) ; logo será tambem 
S' > T' ; o que he manifesto absurdo: 
logo he T= T'. 

298. THEOR. Se hum p1·isma n·im14 

guiar, e hum tet1·aedro tiverem a mes-
ma base , e a mesma altura; ott basés 
iguaes, e alturas iguq_es; sr:rá o volu-
me do tetraedro a terça parte do 'VO• 
lume do prisma. 

Seja, fig. r 56, o prisma triangular 
BCDEGF, e o tetraedro ABCD , da mes-
ma base' e igual altura : digo que o vo-
lume do tetraedro he a terça parte do vo-
lume do prisma. 

Demonstr. Tirem-se as rectas BF, PC, 
e CE; e considere-se o prisma dividido 
em tres tetraedros; a saber : F BC D, 
FEBC, e FECG. Pois os triangulos EBC, 
e ECG sao iguaes; serão iguaes em vo-

p ii lu-
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lume os dous FEBC, e FECG, como ten-
do a mesma altura , e por bases esses trian-
gulos ( 297 ) : pela mesma razão serão 
iguaes em volume os dous FBCD , e 
CEFG ( ou FECG) . Logo os tres tetrae-
-dros, em que foi dividido o prisma, são 
entre si iguaes em volume ; e por tanto 
cada hum . desses igual á terça parte do 
volume do prisma : mas o proposto ABCD 
l1e tambem igual em volume ao tetrae-
dro FBCD; logo tambem o seu volume 
l1e a terça parte do volume do prisma. 

299· THEOR. Se dous paralle)ipipe· 
dos 1'ecta11gulos tiverem: I.0 a mesma al-
tura , ou alturas iguaes; serão os seus 
v'olumes, como as áreas das suas bases: 
2.0 se a mesma base, ou bases iguaes; 
serão os seus volumes, como as suas al-
turas: 3·0 se bases desiguaes, e altu-
ras desiguaes; serão os seus volumes, 
como os productos das áreas das suas 
hases multiplicadas pelas suas alturas. 

!.0 Sejão ,fig. I)7, os parallelipipedos 
rectangulos AF, e AH, da mesma altu-
ra AE : dieo que AF : AH : : AG : 
AD. 

Demonstr. Porque se não está AF ;, 
AH 
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'AH : : AG : AD; estará como AG pa~ 
ra huma base X > ou < AD. Esteja 
: : AG : X > AD; isto he , : : AG : 
AR. Divida-se AG em tantos rectangulos 
iguaes, quantos forem necessarios , para 
que huma das divisões, continuada, caia 
entrç D, e R , por ex. , em I; e com-
plete-se sobre a base AI o parallelipipe-
do rectangulo AQ_ : será AF : AQ_ : : 
AG : AI ('291): mas tambem suppo-
zemos AF : AH: : AG : AR;· logo 
AQ : AH : : AI : AR : mas AQ > 
AH; logo tambem AI > AR : o que 
evidenternente he absurdo. Com igual 
raciocínio, e imitando, o que temos fei-
to em outros lugares , se demonstrad tam-
bem não ser AF : AH : : AG : X < 
AD. E pois não está AF : AH : : AG : 
X > ou < AD; estará AF : AH : : 
AG: AD. 

2. 0 Sejão agora os parallelipipedos re-
ctangulos AH, e AC da· mesma base 
AD : digo que AH : AC : : AE : AB. 

He demo nstrado , porque podemos 
considera-los , como tendo a mesma al-
tura AL; e então as bases são AN! , e 
AN; que estão entre si , como AE : AB 
( r6s ) . 

3·0 Sejão porém os parallelipipedos 
r e-
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rectangulos AF, e AC de bases desiguaes, 
c alturas desiguaes : digo que AF : AC 

AG X AE : AD X AB. 
Demonstr. Pela t .a parte do Thwre-

ma temos AF : AEI : : AG : AD ; e 
p ela 2 . a AEI: AC: : AE : AB. Logo 
mult iplicando ordenadamente estas duas 
proporções , virá AF: AC : : AG x AE : 
AD x AB. (*) 

300. Coroll. !.0 Se AF == AC; se-
rá AG x AE == AD x AB ; donde 
AG : .AD : : AB: AE: que quer di-
zer: que sendo iguaes em voltlme dous 
paraldli pi pedos rectangulos de bases 
desiguaes , ou de alturas desiguaes; as 
suas bases serão reciprocamente propor· 
cio naes ás suas alturas. 

30 r. Coroll. 2. o Qyanto pois disse~ 
mos a respeito dos parallelipipcdos re-
ctangulos; se estende em geral a quaes. 
quer parallelipipedos ; e por consequen-
cia tambem a quaesquer prismas trian~ 
gu1ares, e tetraedros. Porque todo o 
parallelipipedo he igual em volume ao 
paral!elipipedo recto da mesma -altura, 
construido porem este sobre hum rectan-
gulo da mesma · base, e da mesma 'ai-

tu-

( •) Veja-se o que diss.emos na nota ao n.0 16 s, 
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tura do parallelogrammo, base daquel, 
le ( 292) . E quanto aos prismas trian .. 
gulares, e aos tetraedros; como os vo-
h1mes daquelles são a metade de vo-
lumes de parallelipipedos da mesma al-
tura &c. ( 293 ) ; e os destes, a terça 
parte de volumes de prismas triangu~ 
lares da mesma base , e da mesma al-
tura ( 298); necessariamente hão de 
ter a mesma razão, que os desses pa-
rallelipipedos, e prismas. 

Da avaliação dos volume .r , e da sua 
medida. 

302. Por quanto medir o volume de 
hum corpo não he outra cousa mais , que 
compara-lo com hum outro conhecido, o 
qual se considera então , como unidade j 
procurando saber, quantas vezes se con-
tém naquelle, que se trata de medir: e 
por outro lado sabemos que os volumes 
dos parallelipipedos estão entre si, como 
os productos das suas bases multiplica-
das pelas suas alturas; segue-se : que, se 
denotar A a altura , e B a base de hum 
parallelipipedo P, cujo volume se pre-
tende avaliar; e a a altura, e b a base 

de 
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cle hum parallelipipedo p, tomado para 
n1edida, ou unidade de volume; teremos 
·conhecido o daquelle, visto que podemos 
saber, quantas vezes contém o deste. E 
com e.ffeito por ser P : p : : B X A : 
b ,P B A f: 

X a ; sera P =h X --;;- ; o que az ver : 
·que, para avaliarmos o volume de hum 
parallelipipedo qua lquer P, deveremos, 
depois de examinarmos , quantas vezes 
na sua base B se contém a base b da 
lmidade de volume, e quantas na altura 
A se contém a altura a, multiplicar esses 
c1ous quocientes; e o producto nos mos-
trará o numero de vezes , que o volume , 
escolhido para ~midade, se contém naquel-
le do parallelipipedo P, que se trata de 
avaliar. 

Como poré~ a medida geral dos 
volumes , e a ma1s natural, he hum cubo 
conhecido, por ex. , huma pollegada cu-
bica, hum pé cu bico, &c.; no caso de 
que por p escolhamos huma qualquer des-
sas medidas , por ex. , hum pé cubico 

P!'l' _, P B A (I ) ; entao _,__=-X- se torna em 
p h a . 

P B A ··--= - X ·-, ou P = B X A; ex-
IPPP IPP IP 
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pressão abreviada , e donde vem dizer-se 
geral mente que 

O volume de hum parallelipipedo se 
avalia multiplicando a base pela altura; 
e por tanto o de hum cubo pela tercei-
ra potencia da sua aresta. ( *) 

Não se perca porém de vista , todas 
as vezes que assim nos expressarmos, que 
sempre se deve entender por esse pro-
dueto o numero de medidas cubicas , que 
se contém no volume procurado. 

303. Coroll. I.0 Será pois avaliado 
o volume de hum prisma triangular pe-
lo producto da base multiplicada pela 
altura. E o de hum tetraedro , pela 
terça parte desse producto ( 298 ) . 

304. Coroll. 2. o E daqui se segue : 
que em dous tetraedros sirnilhantes são 
os volumes, como os cubos das suas ares-
tas , ou linhas homologas. Porque el-
les podem sempre ter por base quaes-
quer faces homologas B , e b ; e por 
consequencia as suas alturas A , e a , 
serão tambern linhas homologas, e pro-
porcionaes a quaesquer outras homolo-
gas L , e l ( 260 ) ; e por isso sendo 

B: 
( * ) Por isso se diz cubo de hum numero , ain-

da que impropriamente , a terceira potencia desse 
numero. 
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B : b : : A'l : a 2
: : L 2

: r ( I7I); 
e ~ A : · + a : : A: a :: L : I; mul-
tiplicando ordenadamente estas duas 
proporções , resulta {- B X A : T b X a 
: : A,: a 2

: : L 2
: /'. 

305'. Coroll. 3·0 Logo em gera! os 
volumes de dous polyedros similhantes 
estão entre si , como os cubos de quaes-
quer arestas, ou linhas homologas. Por-
que os polyedros sinúlhantes sempre se 
podem considerar, como compostos de 
igual numero de tetraedros respectiva-
mente similhantes, e similhantemente 
dispostos ; e então o volume de cada 
tetraedro do I.0 polycdro será para o 
do tetraedro correspondente no 2. 0 ; co-
mo o cubo de huma aresta , ou linha 
daqnelle para o cubo da 110mologa des-
te : e pois todas as arestas , e linhas 
homologas tendo a mesma razão, tam-
bem devem ter a mesma razão os seus 
cubos ; sed o volume de cada tetrae-
dro do I.0 polyeclro para o volume do 
seu correspondente no 2. 0

; como o cu-
bo de qualquer aresta, ou linha do r.<> 
polycçlro para o cubo da sua homolo-
ga no 2. 0

: e por consequencia a som-
ma dos volumes de todos os tetra c: dros, 
de que se compõe o r.0 polyedro, is...-

to 
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to he, o seu volume, para a sommâ 
dos volumes de todos os tetraedros , de 
que se compõe o 2. 0 polyedro, isto he, 
o seu volume, como o cubo de hum a 
aresta , ·ou linha do I.0 para o cubo 
da stw. homologa no 2. o 

306. Schol. "Vê-se por tanto, que 
" nos polyedros similhantes basta com-
" parar os cubos de quaesquer linhas ho-
" mologas, para se saber a relação, que 
" se dá entre os seus volumes. Porém em 
" geral em quaesquer corpos he necessa-
" rio primeiramente avaliar o volume de 
" cada hum, e depois comparar esses va-
,-, lores , referidos a huma mesma medi-
" da : e para isto nos serve a avaliação 
" dos volumes dos tetraedros , pois por 
" meio delles se póde sempre avaliar o 
" volume de hum polyedro qualquer ; o 
" que se faz dividindo o polyedro em 
" tetraedros , calculando separadamente 
'' o volume de cada hum, e depois som-
" mando todos esses resultados. Com tu-
" do, ainda que em geral este he o meio 
" de avaliar os volumes dos polyedros , 
" nao he elle o mais expedito em al-
" guns casos , nem a pplicavel aos cor-
" pos terminados por super.ficies cur-
.,, vas : temos methodos mais promptos, 

" co-
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'' como vamos a ver nos Theoremas se.; 
"' guintes. " 

307. THEOR. Se o corpo for httm 
prisma; será avaliado o sett volume pe~
lo producto da base mtt!tiplicacla pela 
altura. 

Seja, jig. r )8, o prisma BE, cuja 
base he qualquer polygono BDHFL : e 
denote B essa base; A, a altura; e V, o 
volume : digo que V == B :>< A. 

Demonstr. Dividão-se os dous poly-
gonos ACGEI , e BDHFL, pois são 
iguaes , em igual numero de triangulos 
respectivamente iguaes, pelas diagonaes 
CI, IG , &c., e DL, LEI , &c. ; e ima-
ginem-se os planos CL, LG, &c. , tira-
dos pelas diagonaes correspondentes CI, 
e DL; IG, e LH, &c., que serão ou .. 
trcs tantos parallelogrammos, como já fi-
zemos ver em igual caso no n. 0 293 : fa-
cilmente se conceberá o prisma proposto 
dividido em ·tantos prismas triangulares, 
quantos são os triangulos, em que foi di-
vidida a base; a saber: nos prismas, cu-
j.:~s bases respectivas são os triangulos de-
notados por b , b', b11

, &c. ; e a altura 
be a mesma A do prisma total. Ora o 

v o-
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volume do que tem por base b, se ava· 
lia por b xA ( 303); o do que tem por 
base b', por b' X A; o do que tem por 
base b'', por b'' X A; &c. : logo o volu-
me ·do prisma BE, que s,e compõe de 
todos esses volumes , tercí por valor a som-
ma de todos esses valores; isto h e, será 
V= ( b + b' + b" + &c. ) A, ou B X A. 

308. THEO.R. Se o corpo for 'htmut 
pyramide ; se1·á avaliado o seu volrtme 
?ela terça p(l.rte do producto da base 
multiplicada pela altura. 

Seja ,jig. I 59, a pyramide IBDffFL; 
cuja base he qualquer polygono BDHFL: 
e denote B essa base; A, a altura; e V:~ 
o volume: digo que V= 1 B X A. 

Demonstr. Com effeito, huma pyrami-
de sempre se póde imaginar, como com-
oosta de tantos tetraedros da mesma al-
~ ~ 

tura della, quantos sao os triangulos, em 
que póde ser dividido o polygono da. 
base : e como o volume de cada hum 
destes tetraedros se a v a lia pela terça par-
te do producto da área de cada hum des-
ses triangulos , como bases respectivas , 
multiplicada pela altura ( 303); e a som-
.ma de todos esses volumes faz o volume 

da 
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da pyramide , assim como a somma de 
todos esses triangulos , o polygono da 
bas~; conclnir-se-ha do mesmo modo que 
concluímos a respeiw do prisma , ser o 
volume total da pyramide, isto he, U == 
jBxA. 

309. Schol. ''Serve tambem este Theo~ 
" rema para se avaliar o volume do tron-
" co kLmK, jig. I 20, à e h uma pyrarni~ 
" de qualquer. Porque sendo o volume 
" do dito tronco a differcnça entre ovo-
, lume da pyramide inteira IKLM , e 
" o da separada Iklm , terá por valor a 
" terça parte do producto da base KLNl 
" multiplicada pela altura IP menos a 
" terça parte do producto da base klm 
" multiplicada pela altura Ip ; sendo cal-
'' culado primeiramen te o valor de qual-
" quer das ditas alturas , pela seguinte 
" proporção , que a similhança das py-
" ramides nos offerece; a saber: KL : 
" k! : : IP: Ip; donde KL- kl: KL 
" : : IP - Ip, ou Pp : IP. E com ef~ 
" feito fica IP determinado ; por quan~ 
" to , dado o tronco , se podem medir 
" as linhas KL, kl, e Pp. " 

3 r o. THEOR. Se o corpo .for hum pris ... 
ma triangular trtmcado, isto be, a por.<t 

ção 



DE GEOME'I'HIA. 239' . 
fão de hum prisma t1'iangular, cortado 
por hmn plano não pa1'alle!o ao da base; 
será avaliado o HU volu1'ne pela terça 
pm-te do producto da dita base, multi-
plicada pela somma das per.pendicula-
res , que de cadtt hmn dos vertices dos-
angulos daquella secção se abaixarem. 

· sobre a mesma base. 

Seja , jig. r 6o, o prisma triangular 
truncado BDFACE, cuja base he o trian-
gulo BDF: e denote B essa base; U, o 
volume ; e p ,· p', p'',- as perpendiculares 
abaixadas de cada hum dos vertices C, 
A, E dos anguios da secção ACE, so· 
bre _ a base BDF : digo que U = f B 
( p + p' + p'' ) . 

Demomtr. Imagine-se cortado o dito 
prisma pelo plano CBF tirado pelo pon-
to C, e pela arcstra BF; e separa do o te-
traedro CBDF; e que se divide tambem 
a pyramide quadrangular res.idua CABFE 
em outros dous tetraedros C A B F , e 
CAEF, pelo phno CAF tirado pelo seu 
vertice C, e pela diagonal AF da base 
ABFE: teremos o prisma proposto divi-
dido em tres tetraedros C'BDF, CABF , 
e CAEF. Ora o volume do primeiro he 
sabido que se avalia por + B xp ( 303): 

res-
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resta pois só mostrar que o volume do 
segundo se avalia por T B X p'; e o do 
terceiro por + B X p". Com effeito o 
tetraedro C.IJBF' he igual em volume a 
hum tetraedro DABF, como tendo a mes-

. ma base ABF, e igual altura , por esta-
rem os vertices de ambos C, e D na 
mesma recta CD parallela a base (207): 
mas este mesmo tetraedro DABF pôde 
ser considerado com a base DBF, e o 
vertice em A; logo o seu volume , ou o do 
tetraedro CABF, terá por valor T B X p'. 
Da mesma sorte o tetraedro CAEF he 
igual em volume ao tetraedro DBEF, 
corno tendo bas~s iguaes ern área , a sa-
ber , os triangulos AEF, e BEF, cons-
truido.s sobre a mesma base EF, e com 
iguaes alturas , por ser AB parallda a 
JiF; e como tendo os tetraedros igual 
altura , por estarém os seus vertices C, e 
D na mesma recta CD parallela ao pla-
no commum das bases : mas este mesmo 
tetraedro DBEF póde ser considerado 
com a base BDF, e o vertice em E ; 
logo o seu volume , ou o do tetraedro 
CAEF, terá por valor T B X p''. Conse-
quentemente o volume do prisma total , 
pois se compõe desses tres volumes, te-
rá por valor a somma dos tres respecti, 

.vos 
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vos valores , isto he , será V = f B 
(p -i- p' -1- p" ) . 

3 r r. Schol. " Este Theor'ema h e de 
" grande util idade para a avaliação dos 
'~ volumes dos corpos polyedros ; por 
" quanto se podem d compor em pris-
" mas triangulare1' truncados , cujos vo· 
" lumes sabemos avaliar. " 

. 312. THEOR. Se o corpo for hum c_y-· 
limlro ; será avaliado o sett volume pe-
lo producto da base multiplicada pela 
altura. 

Seja~ fig. r4t, o cylindro AE; cu-
ja altura denote .A; a base , C; e o vo-
lume, V: digo que V== C X A. 

Dt·monstr. Porque se não h e V ::::::::.. 
C X A; seja C X A o valor do volume 
de hum outro cylind1'o da mesma altura; 
maior , ou menor que o proposto. Seja 
== V ', volume do cylindro maior da mes-
ma altura , que tem por base o circulo , 
cuja circunferencia está notada por C'; 
descr.ipta no mesmo planq , concentrica 
a C. Imagine-se circunscr.ipto ao cy1im1ro 
proposto hum prisma , cujas faces não 
encontrem a superficie do cy lindro C': 
e denote P a base désse prisma : será o 

Q, seu 
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o s~u volume = P X A ( 3o7). Ora este 
volume he evidentemente·menor que o do 
cylindro C'; logo será P x.A < G X A; 
isto he, P < C: o que he manifesto 
absurdo. Com igual raciocinio , e imi-
tando, o que temos feito em outros lu-
gares, se mostrará não ser C X A = v, 
volume de hum cylindro da mesma al.:: 
tura , menor que o proposto. E pois não 
he C x A= V' > V; nem =v < V; 
será V= Cx A. 

313. Coroll. São pois os volumes de 
dous cylindros similhantes, como. os 
cubos dos raios das suas bases; ou co-
rno os das suas alturas, ou eixos. Por-
que denotando respectivamente C, e c 
as bases; R , e r , os raios ; A, e a, 
as alturas; E, e e , os eixos; he C : 
c : : R~ : r 2 

: : .A2 
: a 2 

: : E 2 
: e 2 

( 178 , e 2)5); he A: a : : R : r : : 
A : a : : E : e ; e multiplicando or- , 
denadamente estas duas proporções ., 
résultaCxA: cx a :: Rl: rl:: &c. 

314- THEOR. Se o corpo for hunza 
pyramide conica ; será avaliado o seu 
volttrne pela terça parte do producto da 
base multiplicada pela altura. 

Se· 
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Seja, jig. 142, a pyramyde · conica 

'.zfBCD, cuja altura denote A; a base, C; 
e o volume, V: digo gue V::::~ C X A. 

Demonstra-se, discorrendo , como no 
Theorema precedente: e deduz-se, como 
no Corollario acima, com a unica diffe-
rença de escrever f C : 1- c, o seguinte 
Corollario. 

3 r 5. Coroll. São pois os volumes de 
duas pyramides conica s sirnilhantes , 
con10 os cubos dos raios das suas ba~ 
ses; ou como os das suas alturas, ou 
eiXOS. 

316. Schol. "As epxressôes B X .11; 
,, e c X A ( 307' e 3 I2); e+ B ><A' e " + C X A ( 308 , e 314 ) ; nos fazem 
" ver !.0 Qpe o volume de qualquer py~ 
" ramide he a terça parte do volume de 
" hurn prisma, ou cylindro, da mesma, 
" ou igual altura , e de bases iguaes 
" em área , quaesquer que sejão as :fi-
" guras destas. :2.0 Que são iguaes em 
" volume dous prismas, ou dous cylin~ 
" dros , ou hum prisma, e hum cylindro 
,., ( e o mesmo se dirá de duas pyrami .. 
" des quaesquer , comparada huma com 
'' outra ) da mesma , ou igual altura, e -
,., de bases iguaes em área , ainda que 
n differentes em figura. 3·0 Qye se fQc 

~ii '' reuo 
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" rem iguaes em volume , tendo bases 
'' desiguaes , ou alturas desiguaes ; se-
" rão as bases reciprocamente propor-
'' cionaes ás alturas. " 

317. THEOR. Se o corpo for huma 
.sphéra; será avaliado o seu volume pe-
la terça parte do producto da sua área 
multiplicada pelo raio. 

Seja , jig. 146, a sphéra , que se re-
presenta pela circunferencia de hum dos 
seus circulas maximos notada por C: e 
,denote R o raio; A ·, a área; e V, o vo-
lume : digo que V== + A >5R. 

JJemonstr. Porque se nao he V = 
'~ A X R ; seja + A X R o valor do vo-
lume de huma outra sphéra , maior , ou 
menor que a proposta. Seja == V', volu-
me da sphéra maior concentrica , que se 
representa pela circunferencia de' hum dos 
seus circulas maximos notada por C'. Ima-
gine-se circunscripto á sphéra proposta C 
hum polyedro, cujas faces não encontrem 
a superficie da sphéra C' ( 270); e de-
note S a área desse polyedro. Reflectin-
do que o dito polyedro se póde tambem 
considerar , como hum aggregado de py-
ramides ~ cujas bases são as faces do mes~ 

mo 
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mo polyedro, cada huma de cada huma ; 
e que tem todas o vertice no cen tro da 
sphéra , e por altura o raio da mesma ; 
será o seu volume == + S X R ( 3 o8 ) • 
Ora este volume he evidentemente menor 
que o da sphéra C'; logo será· + S X R < + A X R ; isto he , S < A: o que he 
absurdo ( 264). Com igu~l raciocínio, 
e imitando, o que temos feito em outros 
lugares, se demonstrará não ser f A X R 
== v , volume de huma sphéra menor , 
que a proposta. E pois não he f A X R 
==V'> V; nem ==v< V; será V== 
1- A X R. 
· 3 I 8. Coro li. r. a Por quanto a área 

de huma sphéra he quadrupla ela de 
hum dos seus circulas maximos (287); 
segue-se: que o volume da mesma sphé-
ra se avaliará tambem , multipLicando 
o quadruplo da área do dito circulo 
maximo pela terça parte do raio : ou 
em fim multiplicando a área do dito 
circulo maximo por f do dia metro: e 
he por isso o volume da sphéra f do 
volume do cylindro a ella circuns-
cripto. 

3 I 9· Coroll. 2. o Os volumes de duas 
sphéras estão entre si, como os cubos 
dos seus raios. Porque denotando .A, 

e 
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e tt as respectivas áreas; R, e r, os 
raios; he A : a : : R~: r 2 

( 288); 
he + R : f r : : R : r; e multiplicando 
orde'nadamente estas duas proporções, 
resulta 7 A X R : ~a X r: : R 3 : r' . 

. . 
320. THEOR. J'e o corpo for hum 

sector spberico; será avaliado o seu vo-
lume pela terça parte do producto da 
drea do respectivo segm-:nto spherico, 
multiplicada pelo raio. 

Seja, jig. 161, o sector spherico 
CAEF: c denote R o raio CA; A, a área 
do segmento spherico respectivo EAF; e 
V, o volume do sector ; digo que V= 
fAx R. 

Demons tr. Porque se não h e V = 
f A X R; seja ~A X R o valor do vo-
lume de hu ,n out~o sector spherico ; maior, 
ou menor, que o proposto. Seja == ovo-: 
lume do sector spher.ico maior CMLN, 
p ertencente á sphéra concentrica , cujo raio 
CM. Imagine-se circunscri pto á sphéra , 
de que he sector o proposto , hum polye-
dro , cujas faces não encontrem a super-
ficie da outra sphéra , de modo que hum 
dos lados do polygono circunvoluto ter-
mine em hum ponto o entre EL , e DL. 

lma-
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Imaginem-se dos vertices dos angulos po-
lyedros do segmento polyedral circuns-
cripto, gue tem por altura ar, rectas ao 
cenrro da sphéra : e teremos o sector po-
lyedral Caoi, o qual se póde considerar, 
como hum aggregado de pyramides, que 
tem todas o vertice no centro da sphéra , 
e por altura , o raio da mesma: por con-
seguin te , denotando S a área desse segmen-
to polyedral , será o volume do sector 
Caoi == ~ S X R. Ora este volume he 
evidenten~ente menor que o do sector sphe-
rico CMLN ; logo será f S X R < 
f A X R; isto he, S < A: o que he 
absurdo, por ser S > A, como já fize-
mos ver por occasião da demonstração 
do Theorema n.o 289. Do mesmo mo-
do se demonstrará não ser 7 .li X R == o 
volume de hum sector spherico menor. 
Logo &c. 

32 r. Schol. "Esta proposição junta-
" mente com a do n.0 314 nos servirá 
" para avaliarmqs o volume de qualquer 
" segmento spherico; por quanto este he 
" a differença entre o volume de hum 
" sector spherico , e o de huma pyra-
" mide conica recta ( 2) I ) • " 

F I .M. 
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P R I V I L E G I O. 

Eu a RAINHA Faço saber aos que este Alvará vi, 
rem: Que havendo-me representado a Academia das 
Sciencias estabelecida com Permissão Minha na Ci-
dade de Lisboa , que cómprehendendo entre os ob-
jectos, que fórmão o Plano da sua Instituição, o 
de trabalhar na composição de hum Diccionario da 
Lingoa Portugueza, o mais completo que se possa 
l?roduzir; o de compillar em boa ordem, e com de-
purada escolha os Documentm, que podem iiJustr<Jr 
a Historia Nacional , para os dar á luz; o de publicar 
em separadas Collecçóes as Obras de Litteratura, que 
õlinda não farão publiç:~das; o de instaurar por meio 

§ de 



~ 2. ~ 
de novas Edições as Obras de Auctores df:' mereci-
mento , e cujos Exemplares f01em muito antigos , 
ou se tiverem feitó. raros ; ó de trabalhar exacta e 
assiduamente sobre a Historia Litteraria destes Rei-
nos ; o de publicar :ts Memorias dos seus Socios, d.:s 
quaes as que> contiverem novos descobrimentos, ou 
perfei ções importantes ás Sciencias, e boas Artes se-
rão publicadas com o titulo de Memorias da. Acade-
mia, ficando as outras para servirem de materia a 
separadas e dist inctas Colleccóes, nas quaes se dê ao 
Publico em Extractos e Traclucçóes periodicamente 
tudo, o qu e nas Obras das outras Academias, e nas 
de Auctores particulares houver mais proprio, e di-
gno da Instrucção Nacional; e finalmente o de fazer 
compôr, e p tblicar hLJln Mapp? Civil e Litterario, 
que contenha íiS HOticias clo., nascitm;nto, empregos, 
e habitações àas Pessoas Frincipae3, ele' que se com-
poe m os Estados destes Reinos , Tribunaes, ou Jun-
tas de Administração da Just iça , Arrecadação de 
Fazenda,. e outras particulares noticias, na cor,for-
midade do que se pratica em outras Cortes da Euro-
pa: E porque havendo rle ser summamente despen-
diosas, tantas , e tão numerosas as Edições das so-
br.eclitas Obras, seria facil que ~• Ac:ademia se :_ttTis-
casse a baldar a impoitante despeza, que determina 
fazer ne!las ; se Eu não me dignasse de privilegiar as' 
suas Ed íçóes , para que se lhe não contrafizessem, 
nem se lhe reimprimissem contra stH\ vontade, ott 
mandassem vir de fóra impressas, em dettlmento ir-
repara\' el da reputação da mesma Academià, e da~ 
consid(! raveis sommas que nellas deverá gaSt<\t: Ao 
que tudo Tendo consideração, e ao mais que Me 
foi presente en,1 Çonsulta da Real Meza Censor ia, i 
<tua! Commett i o exame desta louvavel em preza ;; 
~uo::rendo animar a sobredita Academia , para que~ 
re~uza a effeito os referidq~ uteis bbjectos, qui! o e"S4 
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~'3~ 
tão sendo da sua applicaçáo : Sou ~rvida Ordeo~ 
aos ditos respe itos o seguinte : 

Hei por bem, .e Otc!eno , que por tempo de 
dez annos , contados desde a publicação das Ediçó,es, 
sejáo privilegiadas topas as .Qbra~, que a sobredita 
.Academia das Sciencias fize r irpprim ir e public;~r; 
para que nenhuma Pessoa ou seja natural , ou existen-
.te, e moradora nestes Reino~ as possa mandar r.eim-
primir, nem introduzir nelles, sendo rehr1pressas em 
l'aizes Estrangeiros: debaixo das penas de per<;limento 
c:le todas as Ediçóes que se fizerem, ou introdu,zirem 
em contravenção deste Privilegio~ as quaes s rão ap-
prehendidas a favor da Academia ; e de dmentos 
mil r~i~ de condemnac;ão, que se imporá irremissi-
ve!mente ao transgressor , e que ser~ appl icada em 
partes iguaes Fara o Denunciante, e para o Hospital 
Real de S. José. 

Exceptuo porém da generalidade deste Priv ile-
~io aquelles casos, em que as lVlaterias, que fizerem 
.Q objecto das Obras C]Ue publicar a Academia, appa -
reçáo tratadas com variação substancial , e importan-
te ; ou pelo melhor methodo , novos descobrimen-
tos, e perfei çóes scientificas se achar, que differem 
.da~ que imprimia a Academia : sendo o exame e 
confrontação de humas e outras Obras feito na R eal 
Me?a Cen~oria, ao tempo de se conceder a Licença 
para a impressão das que fazem o ob jecto desta Ex-
cepç:ío: Encarregando mu ito á mesma l\'Ieza o referi-
do exame , e confron taçáo ; para consequentemente 
.conceder , ou negar a Licença nos casos occorrentes e 
.circunstancias acima referidas. Nesta Excepç:lo I ncluo 
as Obras partiçulares de cada hum dos Soc1os; porque 
estas s6 poderá6 ser privileg iada~, ou quando fo rem 
i mpressa:; á custa da Academia, ou quando os seus 
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~4~ 
proprios Audores Me supplicarem o Privilegio para 
e! las. 

Hei outro sim' por bem, e Ordeno, que sepo 
igualmente privilegiadas pelo referido tempo todas 
as Edições, que a referida Academia fizer de Manus-
críptos, que haja adquirido: com tanto porém que 
dellas não resulte prejuízo ás Pessoas, que primeiro 
os houverem adquirido, ou lhes pertenr,ão pelos tí-
tulos de Herança, ou de Compra, e tenhão intenção 
de os imprimir por sua conta. E para que a este res-
peito haja alguma Regra , que attenda á utilidade 
publica, e á particular: Determino, que a Academia 
possa imprimir os referidos Manuscriptos; ou logo 
que mostrar que seus Donos não querem imprimillos; 
ou gue havendo elles declarado quererem dallos á luz 7 
o não fizerem no prefixo termo de cinco annos , que: 
neste caso lhes serão assignados para os imprimirem. 

Hei outro· sim por bem , e Ordeno, que na ge-
neralidade do Privilegio, que a referida Academia 
Me supplíca, e lhe Concedo na sobredira conformida-
de para a reimpressão das Obras ou antigas, ou raras, 
ou de Auctores existentes, fiquem salvas as Obras, 
qui:' a Univf:'rsidade de Coimbra mandar imprimir; 
ou porque se jão concernentes aos Estudos das Facul-
dades, que se ensinão nella; ou porque sendo com-
postas por Professores della , as mande imprimir a 
mesma Universidade, como hum testemunho publi-
co dos progressos, e da 'reputação litteraría dos refe-
ridos Professores: E fiquem igualmente salvas as ou-
tras Obras , que actualmente estão sendo ou impres-
sas, ou vendidas por algumas Corporações, e por Fa-
mílias particulares, e que nellas tem em certo modo 
constituído ha muitos annos huma boa parte da sua 
subsistencia, e patrimonio; e a cujo beneficio Pode-

rei 



.;;r;~ 
rei privilegiallas, ou prorogar-lhes os Privilegies que 
tiverem. 

Hei por bem fil)almente , e Ordeno, que na 
concessão do Privile!!iO, que igualmente Concedo na 
sobredita conformidade, para a referida Academia pu-
blicar o Mappa Civil e Litterario na fórma acima de-
clarada, fiquem salvos os Prh·ilegios seguintes, a sa-
be~: o Privilegio concedido aos Officiaes da 1\'!inha 
Secretaria de Estado dos Negocies Estrangeiros , e da 
Guerra para a impressão da Gazeta de Lisboa: c Pri-
vilegio perpetuo da Congregação do Oratorio para a 
impressão do Diario Ecclesiastico, Yulgarmente cha-
mado Folbinba: e o Prh-ileg io que Fui servida con-
ceder a Felix Antonio Castrioto para o J orual EocJ-
clopedico : Para que em vista dos reftridos Privile-
gies, e das Edições , que fazem os objectos delles, 
se haja a Academia de regular por tal maneira ·na 
composição do referido Mappa Civil e Litterario , que 
de nenhum modo fiquem offendidos. os mesmos Pri-
vilegies, que devem ficar illesos. 

E este Alvará se cumpnra sem duvida, ou em-
bargo algum , e tão inteiramente , como nelle se 
contém. 

1 
E pelo que : Mando á Meza do Desembargo do 

Paço, Real Meza Censor ia, Concelhos de Minba Real 
Fazenda, e Ultramar, Meza da Consciencia e Or-
dens , Rege dor da Casa da Suppl i cação , Go\·ernador 
da Rdaçáo e Casa do Porto, Reformador Reitor da 
Universidade de Coimbra, Senado da Camara ea Ci-
<lade de Lisboa , e a todos os Corregedores , Provedo-
Jf!s, Ouvidores , Juizes, Magistrados, e ma is Justi-
ÇIS, ás quaes o cc>nhcc imento e cumprime1 .to deste 
Alvará por qualquer modo perten<_:a , ou haja de per-

ten-



tencer; que o cumpráo, guardem, fac;ão cumprir, e 
guardar inviolavelmente, sem lhe ser posto en1bargo 1 
impedimento, duvida , ou opposição alguma , qual-
quer que e lia seja: para que a observancia delle seja 
inteira , e táo litteral, como nelle se contém. E JVlan-
do outro sim ao Doutor Antonio Freire de Andrade 
Enserrabodes , do Meu Conselho , Desembargador do 
Paço, e Cbanceller JVlór destes Reinos , que o faça 
publicar na Chance!Jaria, e que por ella passe : orde-
nando que nella fique regisrado, e que se registe em 
todos os lugares, em que deva ficar registado , e con-
' 'eniente for :i sobredita Academia, para a conserva-
ção e guarda dos Privilegias, que neste Alvará lhe 
Tenho concedido. Dado no Palacio de Nossa Senhora 
da Ajuda aos vinte e dois de Março de mil setecen-
tos oitenta e hum. 

RAINHA 

Vi!conde de Villanova da Cerveira. · 

Alvará pelo qual Vossa M.agestade, pelos moti-
vos nelle mencionados , Ha por bem conceder á Aca-
demÚJ das Sciencias, estabelecida com a Sua R~al 
Permissão na Cidade de Lisboa, o Privi legio po1· 
tempo de de:z. annos ; pa,·a poder impt·imir privativa-
melite todas .as · Ohras, de qw: far. menção: com ex-
cepções e modiftcoçves , que vão nclle expressas ; e 
com as penas contra os transgressores do riferido Pri• 
vilegio. Tudo 110 fónna acima declarada. 

Para Vossa Magestade ver. 
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Registado nesta Secretaria de Estado dos Negocias 
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de qS I. 

Joaquim José Borralho. 

.Antonio Freire d' Andrade Enserrahodes. Gratis . 

Foi publicado este A lnrá na Cbancellaria Mor da 
Corte e Reino , pela qual passou. Lisboa de Maio 
de 17 & 1. 

D. Sebastião Maldonado. 

Publique-se, e registe-se nos Livros da Chancellaria 
Mor do Reino. Lisboa 1 8 de Maio de 17 81. 

Antonio Freire d' Andrade En.rerrahodes. 

Registado na Chancellaria Mor da Corte e Reino 
no Livro das Leis a fi. 34 "f. Lisboa I 9 de Maio d~ 
q8 I. 

Antonio José de Moura, 

João Chrysostomo de Faria e Sousa de Vasconcellos 
de Sá o fez. 

Registado na Chancellaria Mor da Corte e Reino 
r.o Livro de Officios e Mercês a fi. 68. L.isboa 21 de 
maio de I] 8 I. 

Matheus Rodrigues Yitznna. 
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